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Introduction
La cate´gorie abe´lienne des faisceaux pervers PervX sur un espace
topologiqueX a e´te´ introduite par A. Beilinson, J. Bernstien, P. Deligne
et O. Gabber dans [1]. Elle joue un roˆle important dans de nombreuses
branches des mathe´matiques, notamment en ge´ome´trie alge´brique et
en the´orie des repre´sentations. L’un des inte´reˆts majeur est duˆ au
the´ore`me de Riemann-Hilbert qui e´tablit, dans le cas ou` X est une
varie´te´ analytique complexe, l’e´quivalence entre PervX et la cate´gorie
des D-modules holonoˆmes re´guliers. La cate´gorie des faisceaux per-
vers est de´finie comme sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie de´rive´e
des faisceaux a` cohomologie constructible. Cette de´finition ne´cessite
donc un langage alge´brique tre`s avance´ et plusieurs me´thodes ont e´te´
de´veloppe´es pour en donner, dans le cas ou` la stratification est fixe´e,
une description e´le´mentaire.
Plusieurs descriptions par des cate´gories de repre´sentations de car-
quois se font sur un espace topologique particulier muni d’une stratifi-
cation fixe´e. Rappelons qu’un carquois est un graphe oriente´ et qu’une
repre´sentation est un foncteur de ce graphe dans la cate´gorie des es-
paces vectoriels.
Un premier exemple de cette approche est donne´ par A. Galligo, M.
Granger et Ph. Maisonobe qui, dans [7], de´montrent l’e´quivalence de
la cate´gorie des faisceaux pervers sur Cn relativement a` un croisement
normal avec une sous-cate´gorie pleine, note´e Cn, de la cate´gorie de
repre´sentations du carquois associe´ a` un hypercube. En utilisant une
me´thode similaire Ph. Maisonobe de´montre, dans [15], le meˆme type
de re´sultat avec X = C2 stratifie´ par une courbe plane. On peut aussi
citer T. Braden et M. Grinberg qui, en utilisant la the´orie des faisceaux
pervers microlocaux, de´crivent, dans [3], la cate´gorie PervX ou` X est
un espace de matrices stratifie´ par le rang. Citons S. Khoroshkin et A.
Varchenko, dans [11], ils conside`rent X = Cn muni de la stratification
Σ donne´e par un arrangement d’hyperplans. Ils de´finissent un foncteur
pleinement fide`le de la cate´gorie des repe´sentations du carquois associe´
a` Σ dans la cate´gorie des D-modules holonoˆmes re´guliers. Un autre
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exemple de ce type est de´montre´ dans [8] par Gudiel Rodr`ıguez et L.
Narva`ez Macarro.
D’autres me´thodes, plus ge´ne´rales mais du meˆme coup moins expli-
cites, consistent a` de´crire la cate´gorie PervX dans le cas ou` X est un
espace de Thom-Mather. Citons par exemple R. MacPherson et K. Vi-
lonen, dans [13]. C’est d’ailleurs en ite´rant ce processus que H. Larrouy
de´montre dans sa the`se [12] l’e´quivalence entre PervX et une cate´gorie
de repre´sentations de carquois, pour X une varie´te´ torique affine.
Les re´sultats que nous venons de citer ne tiennent pas compte
du caracte`re local des faisceaux pervers. Rappelons, en effet, que les
faisceaux pervers sur un espace stratifie´ forment un champ. Autre-
ment dit connaˆıtre un faisceau pervers sur un ouvert U revient a` le
connaˆıtre sur un recouvrement ouvert. On peut donc s’attendre a` ce
qu’une caracte´risation locale de la cate´gorie des faisceaux pervers par
des cate´gories explicites de repre´sentations de carquois puisse se recol-
ler sur X en une description simple de la cate´gorie globale des faisceaux
pervers. Ceci permettra, par exemple, de de´crire les faisceaux pervers
sur un espace qui est localement un des espaces cite´s.
Re´cemment, D. Treumann a commence´ a` travailler dans cette di-
rection. Il a donne´ dans [21] et [22] une description du champ des
faisceaux pervers en s’appuyant sur le fait que le champ PX est un
champ constructible (dont la restriction a` chaque strate est localement
constante). Il de´montre que sous certaines conditions topologiques, la
cate´gorie globale PervX est e´quivalente a` une cate´gorie de modules sur
une alge`bre de type fini. Il y arrive en recollant des descriptions locales
qui s’inspirent de MacPherson et Vilonen qui ne sont pas des cate´gories
de repre´sentations de carquois explicites.
Le but de cette the`se est de montrer comment on peut recoller des
descriptions e´le´mentaires et explicites de faisceaux pervers en utilisant
la the´orie des champs. Pour cela on conside`re des espaces qui sont lo-
calement isomorphe a` Cn stratifie´ par le croisement normal. C’est le
cas des varie´te´s toriques lisses stratifie´es par l’action du tore et de C2
stratifie´ par un arrangement ge´ne´rique de droites. Notre mode`le lo-
cal est donc l’e´quivalence de cate´gories de´montre´es par A. Galligo, M.
Granger et Ph. Maisonobe dans [7]. Il s’agit donc de ge´ne´raliser cette
e´quivalence de cate´gorie en une e´quivalence de champs puis de recoller
ces e´quivalences.
Le premier chapitre est une pre´sentation des objets avec lesquels
nous travaillons. Nous donnons ainsi la de´finition et quelques pro-
prie´te´s essentielles des cate´gories de repre´sentations de carquois. Pour
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de´crire le champ des faisceaux pervers nous utilisons le langage des 2-
cate´gories, c’est pourquoi nous y consacrons un paragraphe. Enfin nous
introduisons la 2-cate´gorie des champs. Nous l’introduisons comme une
ge´ne´ralisation des faisceaux en cate´gories.
Conside´rons X un espace topologique muni d’une stratification Σ.
Un faisceau pervers est un complexe de faisceau a` cohomologie construc-
tible, c’est a` dire ces faisceaux de cohomologie sont localement constant
sur chaque strate. Une approche na¨ıve pour coder un faisceau pervers
consisterai a` conside´rer ses restrictions a` chacune des strates et des
donne´es de recollement a` pre´ciser. Effectivement, conside´rons un fais-
ceau constructible, on montrera dans le chapitre 2 qu’un faisceau sur
X est de´fini de manie`re unique par ses restrictions a` chaque strate
et pour chaque couple de strate un morphisme de recollement. Donc
un faisceau constructible est code´ par une repre´sentation de carquois
dont la combinatoire est donne´e par la stratification. La situation pour
les faisceaux pervers est plus complique´ car on travaille avec des com-
plexes dans la cate´gorie de´rive´e. Par contre il s’ave`re que le champ des
faisceaux pervers est un champ constructible pour Σ ce qui nous per-
met de raffiner cette approche na¨ıve en conside´rant non plus un seul
faisceau pervers mais la cate´gorie PervX . Pour motiver notre classifi-
cation des champs strictement constructibles dans le chapitre 3, nous
nous inte´ressons tout d’abord dans le deuxie`me chapitre aux recolle-
ments de faisceaux et de faisceaux pervers sur un espace stratifie´.
La premie`re partie est la de´monstration de l’e´quivalence entre la cate´gorie
des faisceaux sur un espace stratifie´ ShX et une cate´gorie SΣ dont les
objets sont donne´s par :
– pour toute strate, un faisceau sur cette strate,
– pour tout couple de strate, un morphisme de recollement.
C’est une ge´ne´ralisation du fait qu’un faisceau est de´fini de manie`re
unique par ses restrictions a` un ouvert et a` son ferme´ comple´mentaire
ainsi qu’un morphisme de recollement. Ce re´sultat et sa preuve sont
de´libe´re´ment formule´s dans un langage tre`s formel pour permettre de
les adapter aux champs.
La deuxie`me partie de ce chapitre est un re´sultat sur le recolle-
ment de faisceaux pervers qui est une variante explicite d’un re´sultat
de´montre´ par MacPherson et Vilonen dans [13]. Nous n’utilisons pas
cette partie dans la suite de la the`se.
Le chapitre 3 est une e´tude de la 2-cate´gorie des champs sur un
espace stratifie´ StX .
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Dans un premier temps, nous ge´ne´ralisons le the´ore`me de´montre´ dans
la premie`re partie du chapitre pre´ce´dent. On de´finit une 2-cate´gorie,
SΣ, sur le meˆme mode`le que SΣ. Ainsi un objet de cette 2-cate´gorie
est donne´ par :
– pour toute strate, Sk, un champ Ck sur cette strate,
– pour tout couple de strates (Sk, Sl) tel que Sk ⊂ Sl, un foncteur
de champ Flk : Ck → i
−1
k il∗Cl ou` ik et il sont les injections de
respectivement Sk et Sl dans X .
– pour tout triplet de strates, un isomorphisme θklm de foncteurs
de champs :
Ck
Flk //
Fmk

i−1k il∗Cl
i−1k il∗Fml

∼
θklm
ow hhhhh
hhhhhh
hhh
i−1k im∗Cm
i−1k ηlm
// i−1k il∗i
−1
l im∗Cm
qui ve´rifient des conditions de commutations.
Nous de´montrons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 0.1. Les deux 2-cate´gories StX et SΣ sont 2-e´quivalentes.
La de´monstration du the´ore`me s’inspire de notre de´monstration
dans le cas des faisceaux (voir chapitre 2), mais devient conside´ra-
blement plus technique. Ne´anmoins l’ide´e de base reste simple : un
champ sur X est 2-limite projective de ses restrictions sur les strates
ou` le syste`me projectif doit coder les conditions de recollement. Remar-
quons que, contrairement au cas des faisceaux ou une de´monstration
e´le´mentaire est possible, dans le cas des champs, l’approche formel est,
dans la pratique, incontournable.
Dans la deuxie`me partie de ce chapitre nous introduisons la no-
tion de champs constructibles et strictement constructibles relative-
ment a` une stratification fixe´e. Comme pour les faisceaux, un champ
est constructible (resp. strictement constructible) si la restriction de
ce champ a` chaque strate est localement constante (resp. constante).
Cette notion intervient parce que le champPX est constructible et dans
quelques cas meˆme strictement constructible. On s’inte´resse ensuite au
cas particulier ou` X = Cn et Σ est la stratification, dite du croisement
normal, associe´e a` l’ensemble {(z1, . . . , zn) ∈ C
n|z1 . . . zn = 0}. On
de´montrera que dans ce cas le champ PCn est strictement construc-
tible et qu’un champ strictement constructible sur Cn est de´fini de
manie`re unique (a` isomorphisme pre`s) par la donne´e :
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– pour toute strate SK , d’une cate´gorie,
– pour tout couple de strates (Sk, Sl) telles que Sk ⊂ Sl, d’un fonc-
teur Flk,
– pour tout triplet (Sk, Sl, Sm) de strates tel que Sk ⊂ Sl ⊂ Sm,
d’un isomorphisme de foncteurs.
Cette description particulie`rement simple est de´duit du the´ore`me 0.1
et s’appuie sur le fait que les voisinages tubulaires des strates sont des
fibrations triviales. L’argument clef est donne´e par la proposition :
Proposition 0.2. Si CL est un champ constant sur la strate SL alors le
champ i−1K iL∗CL est constant, ou` iK et iL sont les injections des strates
SK et SL dans X.
Dans le cas du champ PCn , on obtient que la restriction de ce
champ aux strates de dimension k est constante de fibre PervCn−k ,
et que la fibre du champ i−1K iL∗i
−1
L PCn est e´quivalente a` la cate´gorie
PervC∗n−l×Cl−k . On a alors la description suivante du champ des fais-
ceaux pervers :
The´ore`me 0.3. Le champ PCn est e´quivalent a` la donne´e :
– pour toute strate SK de dimension k, de la cate´gorie PervCn−k ,
– pour tout couple de strates (SK , SL) tel que SK ⊂ SL, de la res-
triction :
PervCn−k → PervC∗n−l×Cl−k
– pour tout triplet (Sk, Sl, Sm) de strates tel que Sk ⊂ Sl ⊂ Sm, un
isomorphisme de foncteur.
Dans le quatrie`me chapitre nous ge´ne´ralisons l’e´quivalence de Gal-
ligo, Granger et Maisonobe en une e´quivalence de champ. Dans un
premier temps nous rappelons brie`vement les re´sultats de´montre´s dans
[7]. Nous rappelons ainsi la de´finition des cate´gories de repre´sentations
de carquois, Cn, puis des e´quivalences αn :
αn : PervCn −→ Cn
Dans la deuxie`me partie nous de´finissons un champ, CCn de cate´gories
de repre´sentations de carquois e´quivalent a` PCn . Pour cela on conside`re
le champ de´finit par la donne´e :
– pour toute strate SK de dimension k, de la cate´gorie Cn−k,
– pour tout couple de strates (SK , SL) tel que SK ⊂ SL , d’un
foncteur “oubli”,
– et enfin pour tout triplet de strates (SK , SL, SM) tel que SK ⊂
SL ⊂ SM d’un isomorphisme de foncteur.
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Puis nous de´montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 0.4. Les objets CCn et PCn sont e´quivalents.
Pour le de´montrer nous conside´rons l’e´quivalence de´finie par la
donne´e pour toute strate de dimension k de l’e´quivalence αn−k. Il
s’ave`re techniquement difficile de de´montrer que ces e´quivalences se
recollent en un foncteur.
Enfin les deux derniers chapitres sont deux applications de cette e´qui-
valence de champs. Mais les strate´gies diffe`rent sensiblement.
Dans le chapitre 5 nous conside´rons C2 muni de la stratification donne´e
par un arrangement ge´ne´rique d’hyperplans. Cette stratification est lo-
calement un croisement normal, de plus les voisinages tubulaires des
strates sont home´omorphes a` des produits. On peut alors appliquer di-
rectement la construction faite aux chapitres pre´ce´dents. L’e´tude des
sections globales du champ ainsi de´fini nous donne alors une e´quivalence
entre PervΣ et une cate´gorie de repre´sentation du carquois associe´ a` la
stratification. Cette e´tude ne´cessite la connaissance de la topologie de
chaque strate.
Dans le chapitre 6, on s’inte´resse aux varie´te´s toriques lisses stratifie´es
par l’action du tore. Les varie´te´s affines lisses sont des produits de
C avec des C∗ stratifie´s par le croisement normal. On sait donc ca-
racte´riser PX sur les ouverts affines a` l’aide de nos re´sultats du cha-
pitre 4. Ici on montre que ces caracte´risations locales se recollent en
une e´quivalence de champ. La difficulte´ re´side dans l’expression des
isomorphismes de recollement torique et dans la compre´hension de leur
action sur le recollement des champs. Puis on explicite cette e´quivalence
de champ au niveau des sections globales. Ceci nous permet d’e´tablir
une e´quivalence entre PervX et une cate´gorie de repre´sentations du
carquois associe´ a` l’e´ventail de´finissant X .
CHAPITRE 1
De´finitions et notations
Dans ce chapitre nous donnons les principales de´finitions et nota-
tions que nous allons utiliser.
1. Carquois
On donne dans ce paragraphe les de´finitions de carquois, carquois
associe´ a` une stratification et repre´sentations de carquois.
De´finition 1.1. Un carquois Q est la donne´e d’un ensemble de som-
mets I(Q) := {s1, s2, · · · , sp} et pour tout couple de sommets non
ne´cessairement diffe´rents d’un ensemble de fle`ches Arr(sα, sβ).
Soit X un espace topologique muni d’une stratification S =
⋃
α∈A
Sα.
De´finition 1.2. On note QS le carquois suivant :
– A` toute strate, Sα on associe un sommet sα,
– Soient sα et sβ deux sommets, on a :
Arr(sα, sβ) =


{aαβ} si Sα est une strate incidente a` Sβ de codimension 1
{aαβ} si Sβ est une strate incidente a` Sα de codimension 1
∅ sinon
Ainsi, entre deux sommets, il y a soit deux fle`ches oriente´s de fac¸on
oppose´e, soit aucune fle`che.
Exemples :
– Pour X=C, muni de la stratification S = {0} ∪C∗ du croisement
normal, QC, aussi note´ Q1, est le carquois suivant :
• (( •hh
– Pour X = C2 muni de la stratification S du croiement normal
S = ({0} × {0}) ∪ (C∗ × {0}) ∪ ({0} × C∗ ∪ C∗ × C∗)
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QC2 , aussi note´ Q2, est le carquois suivant :
•
((

•hh

•
((
HH
•hh
HH
– Pour X = Cn muni de la stratification S associe´e au croisement
normal {(z1, . . . , zn) ∈ C
n|z1z2 · · · zn = 0}, le carquois Qn est un
hypercube de dimension n avec 2 fle`ches sur chacune des arreˆtes.
– Pour X = C2 muni de la stratification S ′ donne´e par trois droites,
D1, D2 et D3 en position ge´ne´rique
S ′∅ = C
2\(∪iDi), S
′
i = Di\(∪j 6=iDj), S
′
ij = Di ∩Dj ,
le carquois QS′ est le suivant :
•
ss !!

•
33

•
aa

•
KK
ss !!•
KK
33
!!
•
KK
aa
ss•
aa 33
– Pour X = P1 muni de la stratification S suivante :
S∅ = {[x : y] | x 6= 0, y 6= 0},
S1 = {[x : 0] | x 6= 0}, S2 = {[0 : y] | y 6= 0},
le carquois QP1 est le suivant :
•
((
•hh
((
•hh
– Pour X = P2 stratifie´ par l’action du tore, ie la stratification
associe´e a` {[z1 : z2 : z3] ∈ P2|z1z2z3 = 0}, le carquois QP2 est le
meˆme que QS′.
De´finition 1.3. Une repre´sentation d’un carquois Q est la donne´e
– pour tout sommet sα de Q d’un espace vectoriel Mα de dimension
finie
– pour toute arreˆte a ∈ Arr(sα, sβ), d’une application line´aire Ma :
Ma : Eα −→ Eβ
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De´finition 1.4. Soient R = ({Eα}, {Ma}) et T = ({E
′
α}, {M
′
a}) deux
repre´sentations d’un meˆme carquois Q, un morphisme f de R dans T
est la donne´e pour tout sommet sα de Q d’un ensemble d’applications
line´aires :
fα : Eα → E
′
α
telles que, pour toute arreˆte a ∈ Arr(sα, sβ), le diagramme suivant
commute :
Eα
Ma

fα // E ′α
M ′a

Eβ
fβ // E ′β
L’ensemble des repre´sentations d’un carquois muni des morphismes est
une cate´gorie abe´lienne. Pour un carquois Q donne´, on notera R(Q)
cette cate´gorie.
2. Faisceaux pervers
Dans ce paragraphe nous rappelons rapidement la de´finition de la
cate´gorie des faisceaux pervers sur un espace stratifie´ de Thom-Mather.
Pour plus de pre´cisions le lecteur pourra se rapporter a` [1], [9] ou [4].
SoitX un espace de Thom-Mather, muni de la stratification Σ, pour
les de´finitions d’espace de Thom-Mather le lecteur peut se reporter a`
[20] ou [16]. Nous ne de´finissons la cate´gorie de faisceaux pervers que
pour la perversite´ moyenne, ainsi nous supposons que tous les espaces
sont de dimension pair.
Notons Db(ShX) la cate´gorie de´rive´e des complexes de faisceaux sur X
dont la cohomologie est borne´e.
De´finition 1.5. La cate´gorie PervX des faisceaux pervers relativement
a` la stratification Σ est la sous-cate´gorie pleine de Db(ShX) dont les
objets sont les complexes de faisceaux F• satisfaisant les conditions
suivantes :
– Hk(i−1ΣjF
•) est un syste`me local de rang fini sur toute strate,
– Hk(i−1ΣjF
•) = 0 pour tout k >
n−dim(Σj)
2
,
– Hk(i!ΣjF
•) = 0 pour tout k <
n−dim(Σj)
2
.
pour toute strate Σj et ou` iΣj est l’injection Σj →֒ X.
Notons que dans la litte´rature la convention suivante existe aussi :
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– Hk(i−1ΣjF
•) = 0 pour tout k > −
dim(Σj)
2
,
– Hk(i!ΣjF
•) = 0 pour tout k < −dim(Σj)
2
.
Dans [7], A. Galligo, M. Granger, Ph Maisonobe, donne une formu-
lation e´quivalente de ces conditions de perversite´ :
Proposition 1.6. Un complexe F de Db(ShX) a` cohomologie contruc-
tible relativement a` Σ appartient a` PervΣ si et seulement si il ve´rifie
les trois conditions suivantes :
– ∀i /∈ {0, 1, · · · , n
2
}hi(F) = 0
– le support du faisceau hi(F) est contenu dans :
Σn−i =
⋃
0≤j≤n−i
2
Σj
– le complexe (RΓΣn−j
2
F) |Σn−j
2
est concentre´ en degre´ supe´rieur ou
e´gal a` j.
3. 2-cate´gories, 2-limites
Dans ce chapitre on rappelle la de´finition d’une 2-cate´gorie, d’un 2-
foncteur et d’une 2-transformation. Puis on donne la de´finition d’une 2-
limite projective et inductive. Dans la litte´rature ce que nous nommons
2-foncteur est souvent appele´ pseudo-foncteur, notamment dans [2]. De
meˆme, les 2-limites sont souvent de´finies a` partir d’un 2-foncteur qui
a pour 2-cate´gorie source une simple cate´gorie. Nous donnons ici la
de´finition plus ge´ne´rale a` partir d’un 2-foncteur qui a pour source et
pour but une 2-cate´gorie. Ce chapitre s’inspire largement du chapitre
7 de [2] et de l’annexe de l’article [23]. L’article [19] est aussi une
re´fe´rence standard.
De´finition 1.7. Une 2-cate´gorie est la donne´e :
– d’une classe d’objets : A, B, . . .
– d’une classe de 1-morphismes que nous appelons foncteurs :
A
Φ // B
– d’une classe de 2-morphismes que nous appelons morphismes de
foncteurs : A
Φ
$$
Ψ
::
α

B
satisfaisant les axiomes suivants :
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• Si Φ et Ψ sont deux 1-morphismes :
A
Φ // B
Ψ // C
alors la composition :
A
ΨΦ // C
existe et est associative.
• Si α et β sont deux 2-morphismes :
A
Φ
##
Φ′
//
Φ′′
;;
α

β

B
alors la compose´e
A
Φ
))
Ψ
55β◦α

B
est de´finie et est associative. On appel cette compose´e, compose´e
verticale.
• Si α et β sont deux 2-morphismes :
A
Φ
((
Φ′
66α

B
Ψ
((
Ψ′
66β

C
alors la compose´e :
A
ΨΦ
))
Ψ′Φ′
55β•α

C
est de´finie et associative. On l’appel la compose´e horizontale.
• Si α, α′, β et β ′ sont quatre 2-morphismes :
A
Φ
##
Φ′
//
Φ′′
;;
α

α′

B
Ψ
$$
Ψ′
//
Ψ′′
::
β

β′

C
alors on a l’e´galite´ :
(β ′ ◦ β) • (α′ ◦ α) = (β ′ • α′) ◦ (β • α)
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• Pour tout objet A il existe un 1-morphisme A
IdA // A tel que
pour tout 1-morphisme A
Φ // B on ait l’e´galite´ :
ΦIdA = Φ = IdBΦ
et pour tout 1-morphisme A
Φ // B il existe un 2-morphisme
Φ
IdΦ +3 Φ tel que :
α ◦ IdΦ = Φ = IdΦ ◦ α
IdΨ • IdΦ = IdΨΦ
Remarque.
Si A est une 2-cate´gorie et A et B sont deux objets de A, alors les
1-morphisme de A entre A et B et les 2-morphismes de A entre de tels
1-morphismes forment une cate´gorie note´e A(A,B).
Exemples
– La cate´gorie Cat est une 2-cate´gorie dont les objets sont les pe-
tites cate´gories, les 1-morphismes les foncteurs et les 2-morphismes
les transformations naturelles.
– Toute cate´gorie C peut eˆtre vu comme une 2-cate´gorie note´e Cˆ :
Cˆ


Les objets de Cˆ sont ceux de C.
Les 1-morphismes de Cˆ sont les fle`ches de C.
Les 2-morphismes de Cˆ sont les identite´s. Idf : f +3 f .
De´finition 1.8. E´tant donne´ deux 2-cate´gories A et B, un 2-foncteur
f : A→ B est donne´ par :
– pour tout objet A de A, un objet f(A) de B,
– pour tout 2-morphisme Φ : A→ B, un 2-morphisme de B,
f(Φ) : f(A)→ f(B),
– pour toute transformation naturelle Φ
α +3 Ψ de A, une trans-
formation naturelle de B, : f(Φ)
f(α)
+3 f(Ψ) ,
– pour tout objet A de A, un 1-isomorphisme fA :
fA : Idf(A)
∼
−→ f(IdA)
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– pour tout couple de 1-morphismes A
Φ // B
Ψ // C de A, un
2-isomorphisme f(Ψ, φ) de B :
f(A)
f(Ψ)f(Φ)
**
f(Ψφ)
44f(Ψ,Φ)

f(C) ,
qui ve´rifient les conditions suivantes :
• f(IdΦ) = Idf(Φ).
• Le diagramme suivant commute :
f(Θ)f(Ψ)f(Φ)
f(Θ,Ψ)•Idf(Φ) +3
Idf(Θ)•f(Ψ,Φ)

f(ΘΨ)f(Φ)
f(ΘΨ,Φ)

f(Θ)f(ΨΦ)
f(Θ,ΨΦ)
+3 f(ΘΨΦ).
• Si α et β sont deux transformations naturelles :
A
Φ
##
Φ′
//
Φ′′
;;
α

β

B
alors f(β ◦ α) = f(β) ◦ f(α).
– Si α et β sont deux transformations naturelles :
A
Φ
))
Ψ
55β◦α

B
alors le diagramme suivant commute :
f(Ψ)f(Φ)
f(β)•f(α)
+3
f(Ψ,Φ)

f(Ψ′)f(Φ′)
f(Ψ′,Φ′)

f(ΨΦ)
f(β•α)
+3 (Ψ′Φ′).
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– Si φ : A → B est un 1-morphisme, alors le diagramme suivant
commute :
f(φ)
f(φ)•fA //
fB•f(φ) ∼

Idf(Φ)
))SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SS f(φ)f(IdA)
∼ f(IdA,φ)

f(IdB)f(φ)
f(φ,IdB)
∼ // f(φ) = f(IdB ◦ φ) = f(φ ◦ IdB)
Remarque.
Pour tout couple (A,B) d’objets de A la donne´e :
– pour tout 1-morphisme Φ du 1-morphisme f(Φ),
– pour tout 2-morphisme α du 2-morphisme f(α),
est un foncteur de la cate´gorie A(A,B) dans la cate´gorieB
(
f(A), f(B)
)
que l’on note fAB.
On donne maintenant la de´finition d’une 2-transformation naturelle.
De´finition 1.9. Soient f : A→ B et g : A→ B deux 2-foncteurs entre
les 2-cate´gories A et B. Une 2-transformation naturelle α : f ⇒ g est
donne´e par :
– pour tout objet A de A un 1-morphisme αA : f(A)→ g(A),
– pour tout 1-morphisme φ : A→ B un 2-isomorphisme αφ :
F (A)
G(φ)◦αA
**
αB◦F (φ)
44
αφ

G(B)
Ces donne´es doivent de plus ve´rifie´es les conditions suivantes :
• Pour tout 2-morphisme :
A
Φ
))
Ψ
55ε

B
le diagramme suivant commute :
g(φ) ◦ αA
αφ //
g(ε)•Idα
A

αB ◦ f(φ)
Idα
B
•f(ε)

g(ψ) ◦ αA αψ
// αB ◦ f(ψ)
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• Pour tout objet A de A le diagramme suivant commute :
αA
fA•IdαA
xxrrr
rr
rr
rr
r
Idα
A
•gA
&&LL
LL
LL
LL
LL
f(IdA) ◦ αA αIdA
// αA ◦ g(IdA)
– pour tout couple de 2-morphismes composables φ : A → B et
ψ : B→ C, le diagramme suivant commute :
f(ψ)f(φ)αA
f(ψ,φ)

Idf(ψ)•αφ // f(ψ)αBg(φ)
αψ•Idg(φ) // αCg(ψ)f(φ)
IdαC•g(ψφ)

f(ψφ)αA αψφ
// αCg(ψφ)
On donne maintenant la de´finition d’une 2-limite.
De´finition 1.10. Soit I une 2-cate´gorie, et a : I→ B un 2-foncteur.
• Le syste`me a admet une 2-limite si et seulement si il existe :
– un objet de B note´ 2 lim
←−i∈I
a(i) et
– une 2-transformation naturelle note´e σ entre le 2-foncteur
constant 2 lim←−i∈I a(i) et le 2-foncteur a,
tel que pour tout objet B de B le foncteur :
(σ◦) : HomB(2 lim←−
i∈I
a(i),B)→ Hom(a,B)
est une e´quivalence de cate´gorie.
• Le syste`me a admet une 2-colimite si et seulement si :
– un objet de B note´ 2 lim
−→i∈I
a(i) et
– une 2-transformation naturelle note´e σ entre le 2-foncteur
a et le 2-foncteur constant 2 lim−→i∈I a(i),
tel que pour tout objet B de B le foncteur :
(◦σ) : HomB(2 lim−→
i∈I
a(i),B)→ Hom(a,B)
est une e´quivalence de cate´gorie.
C’est en fait la de´finition la plus ge´ne´rale de la 2-limite, mais dans la
litte´rature le cas le plus souvent traite´ est celui ou` a est un 2-foncteur de
source une petite cate´gorie. Dans la suite nous n’utiliserons d’ailleurs
la 2-limite que dans ce cas la`.
Conside´rons plus en de´tail la de´finition d’une 2-limite dans le cas ou`
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I est une petite cate´gorie. Soit B une 2-cate´gories et a : I → B un
2-foncteur. Alors a admet une 2-limite si et seulement s’il existe :
– un objet de B, 2 lim←−i∈I a(i) ;
– pour tout objet i de I, un 2-morphisme
πi : 2 lim←−
i∈I
a(i)→ a(i) ;
– et, pour tout morphisme de I, s : i → j, un 1-morphisme, note´
θs : a(s) ◦ πi
∼
→ πj :
2 lim←−i∈I a(i)
pii








pij
7
77
77
77
77
77
77
77
θs
∼ 3;ooooooo
ooooooo
a(i)
a(s)
// a(j)
Ces donne´es doivent ve´rifie´es les conditions suivantes :
• pour tout objet i de I le diagramme suivant commute :
πi
Idpii //
ai•Idpii ##G
GG
GG
GG
GG
πi
a(Idi) ◦ πi
θIdi
;;wwwwwwwww
• pour tout couple de morphismes composables s : i→ j et t : j →
k, le diagramme suivant commute :
a(t)a(s)πi
Ida(t)•θs //
a(t,s)•Idpii

a(t)πj
θt

a(ts)πi
θts
// πk
Ces conditions sont la traduction du fait que σ soit une 2-transformation
naturelle. Mais ces donne´es doivent ve´rifie´es les conditions suivantes,
la premie`re traduisant que (σ◦) est essentiellement surjective et la
deuxie`me que (σ◦) est pleinement fide`le.
– Pour tout objet B de B et toute transformation naturelle ρ :
B→ a il existe un 1-morphisme F :
F : B −→ 2 lim←−
i∈I
a(i)
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et pour tout objet i de I une 2-e´quivalence ϕi : σiF
∼
→ πi
B
F








ρi
7
77
77
77
77
77
77
77
7
θs
∼s{ ooo
ooo
o
ooo
ooo
o
2 lim←−i∈I a(i) pii
// a(i)
qui ve´rifient les relations de compatibilite´ suivantes :
ϕj ◦ θ
ρ
s = (θs • IdF ) ◦ (Ida(s) • ϕi)
c’est a` dire que le diagramme suivant commute :
a(s) ◦ ρi
θρs //
Ida(s)•φi

ρj
ϕj

a(s) ◦ πi ◦ F
θs•IdF
// πj ◦ F
Proposition 1.11. Soit I une petite cate´gorie et a : I → Cat un
2-foncteur, alors le syste`me a admet une 2-limite et une 2-colimite.
Nous ne de´montrons pas cette proposition mais nous rappelons la
de´finition explicite des cate´gories 2-colimite.
La 2-colimite est la cate´gorie dont les objets sont donne´s par :
– pour tout objet i de I un objet Xi de a(i),
– pour tout morphisme s : i→ j de I un 1-isomorphisme de B :
ϑis : Xi −→ a(s)Xj
tels que les conditions suivantes soient respecte´es :
• pour tout objet i de I, le diagramme suivant commute :
Xi
IdXi   A
AA
AA
AA
A
ϑiIdi // a(Idi)(Xi)
Xi
aXi
99tttttttttt
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• pour deux morphismes composables s : i → j, t : j → k le
diagramme commute :
Xi
ϑt◦s

ϑ // a(s)(Xj)
a(s)(ϑt)

a(t ◦ s)(Xk) a(s)a(t)(Xk)
a(s,t)
oo
Si
{
{Xi}, {ϑs}
}
et
{
{X ′i}, {ϑ
′
s}
}
sont deux objets de cette cate´gorie,
les morphismes sont donne´s par une famille de morphismes {φi} tels
que, pour tout morphisme s : i→ j le diagramme suivant commute :
Xi
ϑs //
φi

a(s)(Xj)
a(s)(φj

X ′i ϑ′s
// a(s)(X ′j)
4. Champs
Ce paragraphe est une bre`ve introduction a` la the´orie des champs.
Le de´but de ce texte suit le chapitre 3 de [10], la suite s’inspire de [23]
et [18]. Les de´monstrations ne sont pas donne´es, le lecteur pourra se
reporter aux re´fe´rences cite´es.
Soit X un espace topologique. Dans tout ce paragraphe, si Ui, Uj et Uk
sont des ouverts de X , alors on note Uij et Uijk les ouverts :
Uij = Ui ∩ Uj et Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk.
De´finition 1.12. Un pre´champ C sur un espace topologique X est la
donne´e
– pour tout ouvert U de X, une cate´gorie C(U)
– pour toute inclusion d’ouverts V ⊂ U , un foncteur que l’on ap-
pelle foncteur de restriction ρV U : C(U)→ C(V ), si U1 et U2 sont
des ouverts de X, on note ρ12 le foncteur ρU1U2,
– pour toute inclusion d’ouverts W ⊂ V ⊂ U un isomorphisme de
foncteurs λWVU : ρWV ◦ ρV U
∼
−→ ρWU , de meˆme si U1, U2 et U3
sont des ouverts de X, on note λ123 le morphisme λU1U2U3.
Ces donne´es doivent de plus satisfaire les conditions suivantes :
(i) ρUU = idC(U),
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(ii) pour toute inclusion d’ouverts U1 ⊂ U2 ⊂ U3 ⊂ U4, le dia-
gramme suivant est commutatif :
ρ12 ◦ ρ23 ◦ ρ34
λ123•Idρ34

Idρ12•λ234 // ρ12 ◦ ρ24
λ124

ρ13 ◦ ρ34
λ134 // ρ14
.
Si C et un pre´champ sur X , F un objet de C(X), θ un morphisme de
C(X) et U un ouvert de X , on note :
F |U = ρUX(F ) et θ|U = ρUX(θ)
Remarque : La condition (ii) de la de´finition pre´ce´dente assure que
pour F,G ∈ C(X), la donne´e de :
HomC(U)(F |U , G|U),
pour tout ouvert U de X , est naturellement un pre´faisceau d’ensemble
sur X , on le note HomC(F,G).
De´finition 1.13. On dit qu’un pre´champ C satisfait l’axiome ST1,
si pour tout ouvert U de X et pour tout F,G ∈ C(U), le pre´faisceau
HomC|U (F,G) est un faisceau sur U .
De´finition 1.14. On dit qu’un pre´champ C satisfait l’axiome ST2 si
pour tout ouvert U ⊂ X, pour tout recouvrement ouvert U =
⋃
i∈I Ui,
pour toute famille Fi ∈ C(Ui), pour toute famille d’isomorphismes θji :
Fi|Uji
∼
−→ Fj |Uji tels que :
θij |Uijk ◦ θjk|Uijk = θik|Uijk ,
il existe F ∈ C(U) et une famille d’isomorphismes θi : F |Ui
∼
−→ Fi telle
que :
θ|ij ◦ (θj |Uij) = θi|Uij .
De´finition 1.15. Un champ est un pre´champ satisfaisant les axiomes
ST1 et ST2.
Remarque : Si C est un champ et si F est de´fini comme dans l’axiome
ST2, alors F est unique a` isomorphisme pre`s. En effet, si (F ′, θ′i) est
un autre candidat, les isomorphismes αi : θ
′−1
i ◦ θi : F |Ui
∼
−→ F ′|Ui se
recollent en un isomorphisme α : F
∼
−→ F ′ par ST1.
The´ore`me 1.16. La donne´e, pour tout ouvert, de la cate´gorie des fais-
ceaux pervers sur cet ouvert et la donne´e, pour tout inclusion d’ouverts,
du foncteur usuel de restriction des faisceaux pervers est un champ. On
le notera PX .
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Dem voir [1]
De´finition 1.17. Soient C et C′ deux pre´champs sur X. Un foncteur
de pre´champs est donne´ par :
(i) pour tout ouvert U ⊂ X, un foncteur φU : C(U)→ C
′(U),
(ii) pour tout inclusion d’ouverts U ⊂ V ⊂ X, un isomorphisme
de foncteurs θV U : φV ◦ ρV U
∼
−→ ρ′V U ◦ φU , tel que pour toute
inclusion W ⊂ V ⊂ U , le diagramme suivant commute :
φW ◦ ρWV ◦ ρV U
IdφW •λWV U//
θWV

φW ◦ ρWU
θWU

ρ′WV ◦ φV ◦ ρV U
θV U

ρ′WV ◦ ρ
′
V U ◦ φUλ′WV U
// ρ′WU ◦ φU
Un foncteur de champs est un foncteur de pre´champs entre les deux
pre´champs sous-jacents aux champs.
De´finition 1.18. Soient C et C′ deux pre´champs sur X. Nous allons
utiliser les meˆmes notations que ci-dessus. Soit φ : C→ C′ et φ′ : C→
C′ deux foncteurs de pre´champs. Un morphisme f : φ→ φ′ de foncteurs
de champs est la donne´e pour tout ouvert U d’un morphisme fU : φU →
φ′U de foncteurs de C(U) dans C
′(U), tels que pour tout inclusion V ⊂ U
et pour tout F ∈ C(U), le diagramme suivant commute :
φV (ρV UF ))
fV (ρV UF ) //
θV U (F )

φ′V (ρV UF ))
θ′V U (F )

ρ′V U(φUF )
ρ′V U (fUF ) // ρ′V U(φ
′
UF )
Ainsi, on a une notion d’e´quivalence de champs. On dit que deux
champs C et C′ sont e´quivalents s’il existe deux foncteurs φ et φ′ :
φ : C −→ C′
φ′ : C′ −→ C
et deux isomorphismes f et f ′ :
f : φ ◦ φ′ ≃ IdC
f : φ′ ◦ φ ≃ IdC′
Remarque.
Pour un espace topologique fixe´, la donne´e des champs sur X , des
foncteurs de champs sur X munis de la composition naturelle et des
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morphismes de foncteurs de champs munis des compositions verticales
et horizontales naturelles forment une 2-cate´gorie.
On de´finit maintenant la fibre d’un pre´champ, C, en un point p de
X . Conside´rons la cate´gorie, Tp(X) des voisinages de p. Le pre´champ
C induit un 2-foncteur αp : Tp(X )˚ → CAT a` valeur dans la cate´gorie
des petites cate´gories. On pose
Cp = 2 lim−→
U∋p
C(U) = 2 lim−→
U∈Tp(X)
αp(U)
On peut donner une description explicite de cette cate´gorie. Les objets
de Cp sont donne´s par :
Ob Cp =
{
(U,A)| U est un voisinage de p et A ∈ ObC(U)
}
Soit (U,A) et (V,B) deux objets de Cp. Alors
HomCp
(
(U,A), (V,B)
)
= lim
−→
p∈W⊂U∩V
HomC(W )
(
A|W , B|W
)
En particulier on a la proposition suivante :
Proposition 1.19. Soit C un pre´champ sur X, p ∈ X un point, U, V
deux ouverts de X contenant p et A ∈ Ob C(U), B ∈ Ob C(V ) deux
objets. Alors A et B sont isomorphe dans Cp si et seulement si ils sont
isomorphes dans un voisinage ouvert de p.
Si A ∈ Ob C(U) on note encore A son image dans Cp et si f : A→ B
est un morphisme dans C(U), on note fp son image dans Cp. La raison
de cette notation vient de la remarque suivante.
Remarque :
Conside´rons un faisceau d’anneau A et le champ Mod(A). Il faut
prendre garde que le foncteur naturel suivant n’est pas une e´quivalence :
Mod(A)p −→ Mod(Ap)
car le morphisme
HomA(F ,G)p −→ HomAp(Fp,Gp)
n’est pas un isomorphisme en ge´ne´ral.
Proposition 1.20. Soit C un pre´champ sur X. Il existe un champ
C† sur X et un foncteur de pre´champs η†C : C → C
† tel que pour tout
foncteur de pre´champs F : C → C′ il existe un foncteur de champ F †
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tel que le diagramme suivant soit commutatif :
C
F //
η†C

C′
η†
C′

C†
F †
// C
′†
De plus le foncteur η† : C → C′ induit une e´quivalence de cate´gories
sur les fibres en tout point de X.
Corollaire 1.21. Soit C un pre´champ et F : C → C′ un foncteur a`
valeurs dans un champ. Si F est une e´quivalence sur les fibres alors F †
est une e´quivalence de champs.
De meˆme, si C est un champ, C′ est un pre´champ et F : C → C′ un
foncteur de pre´champs qui induit des e´quivalences sur les fibres, alors
le champ associe´ au pre´champ C′ est e´quivalent au champ C.
Lemme 1.22. Les foncteurs entre deux champs donne´s forment un
champ.
On peut maintenant de´finir l’image directe et l’image inverse d’un
champ. Soit X et Y deux espaces topologiques et f : X → Y une
fonction continue.
De´finition 1.23. (i) Soit C un champ sur Y . L’image directe de C par
f , note´e f∗C est le champ donne´ par :
– pour tout ouvert U de Y , la cate´gorie C(f−1(U)),
– pour toute inclusion d’ouverts U ⊂ V , le foncteur de restriction
ρf−1(U)f−1(V ),
– pour toute inclusion U ⊂ V ⊂ W , l’isomorphisme de foncteur
λf−1(U)f−1(V )f−1(W ),
(ii) Soit C un champ sur X. L’image inverse de C par f , note´e
f−1(C) est le champ associe´ au pre´-champ donne´ par :
– pour tout ouvert U de X, la cate´gorie :
2 lim
−→
U⊂V
C′(V )
– pour toute inclusion de deux ouverts de X, le foncteur de restric-
tion donne´ par la proprie´te´ universelle de la 2-limite,
– pour toute inclusion de trois ouverts, l’isomorphisme donne´ par
la proprie´te´ universelle.
Proposition 1.24. Les 2-foncteurs
f∗ : StX −→ StY f
−1 : StY −→ StX
sont 2-adjoints, f∗ e´tant le 2-adjoint a` droite de f
−1.
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De plus si g : Y → Z est une autre application continue on a les
e´quivalences naturelles de 2-foncteurs :
g∗ ◦ f∗ ≃ (g ◦ f)∗ f
−1 ◦ g−1 ≃ (g ◦ f)−1
Lemme 1.25. Si f est une injection, alors le foncteur naturel ε d’ad-
jonction :
ε : f−1f∗ −→ Id
est une e´quivalence.
Comme pour les faisceaux, on peut recoller les champs sur un re-
couvrement d’ouverts. Soit {Ui}i∈I un recouvrement d’ouverts de X .
On note (Ci, Fji, θkji) les donne´es suivantes :
– pour tout Ui un champ Ci,
– pour tout couple (j, i) une e´quivalence de champ sur Uij :
Fji : Ci |Uij 7−→ Cj |Uij
– pour tout triplet (i, j, k) un isomorphisme de foncteurs sur Uijk :
θkji : Fkj ◦ Fji
∼
−→ Fki
tels que les diagrammes suivants commutent :
Flk ◦ Fkj ◦ Fji //

Flj ◦ Fji

Flk ◦ Fki // Fki
Lemme 1.26. Supposons que la famille (Ci, Fji, θkji) soit donne´e, alors
il existe un champ C sur X, des e´quivalences de champs Fi : C |Ui
∼
→ Ci
et des isomorphismes de foncteurs : θij : Fij
∼
→ Fi ◦F
−1
j ve´rifiant : θik ◦
θijk = θij ◦ θjk. De plus, la donne´e (C, Fi, θij) est unique a` e´quivalence
de champ pre`s, cette e´quivalence est unique a` isomorphisme pre`s.
De´monstration. On peut de´finir le champ C comme une 2-limite
projective. En pratique, pour un ouvert U de X , ses sections sont
donne´es par une famille
{
{Si}i∈I , {gij}(i,j)∈I2
}
avec Si ∈ Ci(U ∩ Ui)
et ou` les gij sont des isomorphismes gij : Si|U∩Uij
∼
→ Sj|U∩Uij , tels que
pour tout triplet (i, j, k) le diagramme suivant commute :
Si|U∩Uijk
gij |U∩Uijk //
gik|U∩Uijk &&L
LL
LL
LL
LL
L
Sj|U∩Uijk
Sk|U∩Uijk
gkl|U∩Uijk
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
24 1. DE´FINITIONS ET NOTATIONS
Soit j : W →֒ X l’inclusion d’un sous-ensemble quelconque W de X
muni de la topologie induite ; on notera C |W= j
−1C et Γ(W,C) =
Γ(W,C |W ). On a la proposition suivante :
Proposition 1.27. Soit C un champ sur X et Z un ferme´ admettant
une base de voisinage paracompact, le foncteur canonique suivant est
une e´quivalence :
Ψ : 2 lim−→
U⊃Z
Γ(U,C)
∼
−→ Γ(Z,C)
ou` U de´crit les voisinages ouverts de W .
De´monstration. Cette de´monstration est une adaptation de la
de´monstration, dans le cas des faisceaux, donne´e dans [9] et [?].
Rappelons tout d’abord qu’un espace paracompact est un espace se´pare´
tel que pour tout recouvrement d’ouverts {Ui}i∈I de X il existe un
sous-recouvrement {Vj}j∈J localement fini. Si {Ui}i∈I est localement
fini alors il existe un recouvrement {Vi}i∈I tel que V i ⊂ Ui pour
tout i. Un ferme´ d’un espace paracompact est paracompact. Un es-
pace me´trisable est paracompact, de meˆme qu’un espace localement
compact de´nombrable a` l’infini.
Ψ est pleinement fide`le par la version faisceautique de cette proposi-
tion.
Montrons que Ψ est essentiellement surjectif. Soit S une section de
Γ(Z,C). Par de´finition de la fibre en un point d’un champ, on sait que
pour tout x ∈ Z il existe un voisinage ouvert Ux de x, une section SUx
de C(Ux) et un isomorphisme ΦUx :
ΦUx : SUx|Ux∩Z
∼
−→ S|Ux∩Z
Quitte a` restreindre les ouverts Ux, on peut supposer que
⋃
x∈Z Ux est
un ouvert paracompact et donc qu’il existe sous recouvrement {Ui}i∈I
localement fini, des sections Si ∈ C(Ui) et des isomorphismes Φi :
Φi : Si|Ui∩Z
∼
−→ S|Ui∩Z
On peut alors trouver une famille {Vi}i∈I telle que V i ⊂ Ui. La fa-
mille {V i} est localement fini et Vi ⊃ Z. Soit x ∈
⋃
Vi, on note I(x)
l’ensemble I(x) = {i ∈ I|x ∈ V i}, conside´rons alors W l’ensemble des
x ∈
⋃
Vi tels que pour tout couple (i, j) de I(x)
2 il existe un isomor-
phisme Φijx de´fini sur un voisinage ouvert Wx de x :
Φijx : Si|Wx
∼
−→ Sj |Wx
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tel que pour tout triplet (i, j, k) ∈ I(x)3 le diagramme suivant com-
mute :
Si|Wx
Φijx //
Φikx ##H
HH
HH
HH
HH
Sj |Wx
Φjkx{{vvv
vv
vv
vv
Sk|Wx
et tels que si y ∈ Wx ∩ Z on ait :
(Φijx)y = (ΦUx)y
L’ensemble W est ouvert puisque si y ∈ Wx alors y ∈ W .
L’ensemble W contient Z. En effet si x ∈ Z et (i, j) ∈ I2(x) la com-
pose´e Φijx = Φ
−1
i,x ◦ Φi,x est bien un isomorphisme donc il existe un
voisinage ouvert, Wx de x et un isomorphisme Φij,Wx : Si|Wx → Sj|Wx
, de plus pour k ∈ I(x) on a bien Φjkx ◦ Φijx = Φikx, donc quitte a`
restreindre un nombre fini de fois Wx on a bien les relations de com-
mutations demande´es.
Construisons maintenant l’ensemble de donne´es qui va permettre de
de´finir une section dans le champ C.
Soient (i, j) ∈ I, l’isomorphisme Φij = Φi|Vi∩Vj∩Z ◦ Φ
−1
j |Vi∩Vj∩Z appar-
tient a` HomVij∩Z(Si|Z , Sj|Z) ainsi d’apre`s la version faisceautique de
cette proposition il existe un voisinage ouvert, Tij , de Vi∩Vj ∩Z, et un
isomorphisme Φij : Si|Tij → Sj|Tij . On conside`re alors le recouvrement
ouverts
⋃
(i,j)∈I2 Tij ∩ Vi ∩W et la donne´e suivante :
– pour tout ouvert Tij ∩ Vi ∩W , la section Si|Tij∩Vi∩W ,
– pour toute intersection Tij ∩ Vi ∩ Tkl ∩ Vk ∩ W , l’isomorphisme
Φij ◦ Φjl,
Comme tout se passe dansW les relations de commutations sont ve´rifie´es.
Ainsi comme C est un champ, il existe une section S ′ ∈ C(
⋃
Tij∩Vi∩W )
tel que sa restriction a` Z soit isomorphe a` S. 
De´finition 1.28. Soit C une cate´gorie, on note C˜C le pre´champ constant
qui a` tout ouvert U de X associe C. On note CC le champ constant,
c’est le champ associe´ au pre´champ C˜C.
On dit qu’un champ, C est localement constant s’il existe un recouvre-
ment d’ouverts {Ui}i∈I de X, tel que la restriction de C a` chaque Ui
soit constant.
Proposition 1.29. Soit C une cate´gorie comple`te (qui admet toutes
les petites limites) et X un espace localement connexe. On note L(C)
le champ des faisceaux localement constants a` valeurs dans C. Alors il
existe une e´quivalence naturelle de champs :
CC
∼
−→ L(C).
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Si C est une cate´gorie et X un espace topologique, on note
Rep(π1(X), C) la cate´gorie dont les objets sont les foncteurs du groupo¨ıde
Π1(X) a` valeurs dans la cate´gorie C et dont les morphismes sont les
transformations naturelles entre les foncteurs. Autrement dit, si l’on
se fixe un point base de X et un syste`me de ge´ne´rateurs γ1, . . . , γn de
π1(X), la cate´gorie Rep(π1(X), C) est e´quivalente a` la cate´gorie dont
les objets de sont les familles
(A, m1, . . . , mn)
ou` A est un objet de C et (m1, . . . , mn) sont des automorphismes de A
ve´rifiant les meˆme relations que γ1, . . . , γn et dont les morphismes entre
de tels objets (A, m1, . . . , mn) et (A
′, m′1, . . . , m
′
n) sont les morphismes
entre A et A′ qui commutent aux mi.
Corollaire 1.30. Le champ constant est e´quivalent au champ de´fini
par :
– pour tout ouvert U la cate´gorie Rep(π1(U), C),
– pour tout couple d’ouverts (V ⊂ U) le foncteur oubli :
Rep(π1(U), C) −→ Rep(π1(V ), C),
– pour toute inclusion d’ouverts W ⊂ V ⊂ U l’identite´.
CHAPITRE 2
Recollements de faisceaux et de faisceaux pervers
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons a` deux proble`mes inde´pen-
dants de recollement de faisceaux sur un espace stratifie´.
Dans un premier temps, nous de´crivons la cate´gorie des faisceaux
sur X a` partir de donne´es sur les strates. Ce re´sultat nous est tre`s utile
dans le chapitre 3.
Dans la deuxie`me partie nous nous inte´ressons a` un proble`me de
reconstruction explicite de faisceaux pervers a` partir de donne´es sur la
plus petite strate et sur le comple´mentaire de celle-ci. C’est une variante
d’un the´ore`me de MacPherson et Vilonen, de´montre´ dans [13], qui
s’inspire des techniques utilise´es dans [7]. Ce re´sultat n’est pas utilise´
dans la suite de la the`se.
1. Faisceaux sur un espace stratifie´
Le but de ce paragraphe est de donner une description de la cate´gorie
ShX des faisceaux sur un espace stratifie´ X . Nous de´montrons l’e´qui-
valence entre ShX et une cate´gorie dont les objets sont donne´s par un
faisceau sur chaque strate et des donne´es de recollement forme´es par des
morphismes de faisceaux. C’est ce que nous formalisons ici. L’e´nonce´
et la de´monstration principale de ce paragraphe sont volontairement
formels et pourraient paraˆıtre plus lourds que ne´cessaire. L’inte´reˆt de
cette approche est que nous envisageons une ge´ne´ralisation de cette
proposition aux cas des champs et une de´monstration assez formelle
peut facilement eˆtre adapte´e a` ce langage.
Commenc¸ons par le cas ou` la stratification de l’espace topologique X
n’est forme´e que de deux strates. L’une est ouverte on la note U et
l’autre est ferme´e on la note Z. On note i et j leur inclusion dans X :
j : U →֒ X
i : Z →֒ X
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Dans ce cas on a le carre´ carte´sien :
F //

i∗i
−1F
i∗f

j∗j
−1F ηZ
// i∗i
−1j∗j
−1F
donc la donne´e d’un faisceau F e´quivaut a` la donne´e du triplet :
(F|Z ,F|U , f)
ou` f est un morphisme de faisceau :
f : F|Z −→ i
−1j∗F|U
Ce morphisme est la donne´e de recollement.
Soit maintenant X un espace topologique muni d’une stratification
Σ. On note ShX la cate´gorie des faisceaux sur X , Sk la re´union des
strates de dimension k, ik l’injection de Sk dans X :
ik : Sk →֒ X
et ηk le morphisme d’adjonction :
ηk : i
−1
k ik∗ −→ Id.
Dans ce cas il faut coder les conditions de recollement pour tout couple
(Sk, Sl) tel que Sk ⊂ Sl c’est a` dire tel que k < l.
De´finition 2.1. Soit SΣ la cate´gorie dont
• les objets sont les familles ({Fk}k≤n, {fkl}l<k≤n) ou`
– Fk est un faisceau sur Sk,
– flk est, pour tout couple (k, l) tel que k < l, un morphisme
flk : Fk → il∗Fl |Sk tel que le diagramme suivant commute
pour tout triplet k, l, m ve´rifiant k < l < m :
Fk
fmk

flk // (il∗Fl) |Sk
(il∗fml)|Sk

(im∗Fm) |Sk
// (il∗i
−1
l im∗Fm) |Sk
ou` le morphisme du bas est le morphisme naturel.
• les morphismes entre deux objets ({Fk}, {fkl}) et ({Gk}, {gkl})
sont donne´s par, pour tout Sk, un morphisme de faisceaux
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φk : Fk → Gk tels que pour tous k < l le diagramme suivant
commute :
Fk
flk

φl // Gk
gkl

(il∗Fl) |Sk
il∗φl|Sk // (il∗G)Sk
Notons que dans le cas de deux strates les objets de SΣ sont bien
les triplets (FZ ,FU , f).
De´finissons un foncteur de la cate´gorie ShX dans la cate´gorie SΣ.
De´finition 2.2. On note RΣ le foncteur de ShX dans SΣ de´fini par :
RΣ : ShX −→ SΣ
F 7−→ ({F |Sk}k≤n, {ηkl}k<l≤n)
φ : F → G 7−→ ({φ |Sk}k≤n)
ou` les morphismes flk sont les morphismes d’adjonction suivant :
ηkl : F |Sk−→ (il∗i
−1
l F) |Sk
Les morphismes flk e´tant issus d’une transformation naturelle, ils
ve´rifient bien les conditions de commutation.
De´finissons maintenant le foncteur quasi-inverse QΣ de la cate´gorie SΣ
dans la cate´gorie ShX .
Notons que si F est un faisceau sur X un section s ∈ F(V ) est
de´termine´e de manie`re unique par une famille {si}i∈I ou` si appartient
a` F|Si(V ∩ Si) compatibles avec les morphismes de recollement. For-
mellement F est limite projective d’un syste`me :
F = lim←−
I
F|Si
ou` le syste`me projectif tient compte des morphismes de recollement.
Pre´cisons ce syste`me projectif.
De´finition 2.3. Soit I la cate´gorie
– dont les objets sont les singletons {k} avec k ≤ n et les couples
(k, l) avec k < l ≤ n,
– dont les morphismes entre deux objets est donne´ par :
Hom(i, i) = {∗} pour tout objet i de I
Hom((k, l), k) = {∗}
Hom((k, l), l) = {∗}
Pour de´finir un syste`me projectif dans ShX il reste a` de´finir un
foncteur contravariant de I dans ShX . Soit F = ({Fk}, {flk}) un objet
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de SΣ.
A` tout objet de I on associe :
F(k, l) = ik∗i
−1
k il∗Fl pour (k, l) ∈ I
F(l) = il∗Fl pour {k} ∈ I
A` tout morphisme (k, l)→ k avec k < l on associe les morphismes flk,
et aux morphismes (k, l) → (l) on associe les morphismes ηkl donne´s
par l’adjonction :
ηkl : il∗Fl −→ ik∗i
−1
k il∗Fl
De´finition 2.4. On de´finit l’image de F par QΣ comme la limite pro-
jective du syste`me F(k, l) :
QΣ(F) = lim←−
a∈I
F(a)
Soient maintenant F′ = ({F′k}, {f
′
lk}) un deuxie`me objet de SΣ et
φ = {φk} : F → F
′ un morphisme entre ces objets. Les φk forment alors
un morphisme entre les syste`mes F(k, l) et F′(k, l). La proprie´te´ uni-
verselle que ve´rifie la limite projective de´finit un morphisme de QΣ(F)
dans QΣ(F
′), c’est le morphisme image de φ par QΣ.
Remarque.
On peut donner une expression explicite de la limite projective. L’image
de F par QΣ est alors donne´e par :
– pour tout ouvert U de X ,
QΣ(F)(U) = {(s1, · · · , sn), si ∈ F(U ∩ Si)|flk(sk) = ηkl(sl)}
– pour tout inclusion d’ouverts V ⊂ U , le morphisme produit
ρV ∩S1 × . . .× ρU∩Sn .
The´ore`me 2.5. Les cate´gories ShX et SΣ sont e´quivalentes et les fonc-
teurs QΣ et RΣ sont quasi-inverses l’un de l’autre.
De´monstration. Rappelons tout d’abord que les limites projec-
tives finies commutent a` la restriction. Ainsi, si F = ({Fk}, {flk}) est
un objet de ShX , on a l’isomorphisme canonique :
i−1j lim←−F(k, l) ≃ lim←− i
−1
j F(k, l)
Et si on note πkl la projection de lim←−
F(m,n) sur F(k, l) :
πkl : lim←−F(m,n) −→ F(k, l),
et πj la projection naturelle :
πj : lim←− i
−1
j F(m,n) −→ i
−1
j F(j),
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on a le diagramme commutatif :
i−1j lim←−F(k, l)
∼ //
i−1j pijj &&N
NNN
NNN
NNN
N
lim←− i
−1
j F(k, l)
pijxxppp
ppp
ppp
pp
i−1j F(j)
Pour de´montrer le the´ore`me 2.5 nous de´finissons deux isomorphismes
de foncteurs :
RΣ ◦QΣ −→ IdShX
IdSΣ −→ QΣ ◦RΣ
Chacun de ces isomorphismes est de´fini par des morphismes donne´s
par la proprie´te´ universelle de la limite projective. Pour de´montrer
que ces morphismes sont bien des isomorphismes, nous nous appuyons
essentiellement sur le fait la compose´e suivante :
ψj : lim←− i
−1
j F(l, k)
pij
−→ i−1j ij∗Fj
εj
−→ Fj
est un isomoprhisme.
De´finissons l’inverse du morphisme ψj . Par de´finition de la limite pro-
jective il faut se donner une famille de morphismes de Fj dans i
−1
j F(k, l).
Mais notons que :
i−1j F(k) = 0 pour k < j
i−1j F(k, l) = 0 pour k < l ≤ j
et que comme ij est une injection le morphisme εj : i
−1
j ij∗ −→ Id
est un isomorphisme. Conside´rons alors la famille de morphismes :

φ
{j}
j = (εj)
−1 : Fj → i
−1
j ij∗Fj = i
−1
j F(j, j)
φ
{k}
j = fkj : Fj → i
−1
j ik∗Fk = i
−1
j F(k) pour j < k
φ
(k,l)
j = i
−1
j ηkl ◦ flj : Fj → i
−1
j il∗Fl → i
−1
j ik∗i
−1
k il∗Fl pour j ≤ k < l
Lemme 2.6. Cette famille de´finit un unique morphisme, note´ φj
φj : Fj −→ lim←−
a∈I
i−1j F(a)
tel que πkl ◦ φj = φ
(k,l)
j .
Ce morphisme est un isomorphisme et son inverse est la compose´e :
ψj : (lim←−
i−1j F(k, l))
pij
−→ i−1j ij∗Fj
εj
−→ Fj
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De´monstration. Il s’agit de ve´rifier la compatibilite´ entre les
φ
(k,l)
j et le syste`me projectif. Pour les fle`ches de (k, l) → (l) cela est
vrai par construction. Pour les fle`ches (k, l)→ k, telles que k > j, cela
re´sulte directement de la de´finition d’un objet de ShΣ. Reste a` ve´rifier
la compatibilite´ pour les fle`ches (j, l) → {j}. Le diagramme suivant
commute, car εj est une transformation naturelle :
Fj
flj

i−1j ij∗Fj
i−1j ij∗flj

εjoo
i−1j il∗Fl i
−1
j ij∗i
−1
j il∗Fl
εjoo
Donc εj ◦ i
−1
j ij∗flj = flj ◦ εj, en composant par i
−1
j ηj a` gauche et (εj)
−1
a` droite on trouve
i−1j ηj ◦ flj = i
−1
j ηjεj(i
−1
j ij∗flj)ε
−1
j = (i
−1
j ij∗flj)ε
−1
j
car i−1j ηjεj = Id. Ce qui de´montre la compatibilite´ et on obtient φj par
la proprie´te´ universelle de la limite projective.
Montrons que ψj est l’inverse de φj.
On a, par construction, πj ◦ φj = (εj)
−1 ; donc ψj ◦ φj = Id.
Reste a` voir que φj ◦ ψj = Id. Par proprie´te´ universelle cela revient a`
de´montrer que πkl ◦ φj ◦ ψj = πkl.
Pour {j} ∈ I, on a, par construction, πj ◦ φj = ε
−1
j ; donc :
πj ◦ φj ◦ ψj = (εj)
−1 ◦ εj ◦ πj = πj
Pour j ≤ k ≤ l et l > j, on a le diagramme commutatif suivant :
lim←− i
−1
j F(k, l)
ψj◦φj //
ψj
%%KK
KK
KK
KK
KK
K
lim←− i
−1
j F(k, l)
pill

pikl
?
??
??
??
??
??
??
??
??
??
Fj
φj
99sssssssssss
flj %%KK
KK
KK
KK
KK
K
i−1j F(l)
i−1j ηkl
// i−1j F(k, l)
Le triangle de droite est commutatif par de´finition des projections d’une
limite projective et le triangle du milieu est commutatif par de´finition
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de φj. On a ainsi les e´galite´s :
πkl ◦ ψj ◦ φj = i
−1
j ηkl ◦ flj ◦ ψj
πll ◦ ψj ◦ φj = flj ◦ ψj
Or, d’une part, le diagramme suivant est commutatif :
lim←− i
−1
j F(k, l)
pij //
pill

ψj
((
i−1j ij∗Fj
i−1j ij∗flj

εj // Fj
flj

i−1j il∗Fl
i−1j ηj
// i−1j ij∗i
−1
j il∗Fl εj
// i−1j il∗Fl
et, d’autre part, εj ◦ i
−1
j ηj = Id. On a donc, pour l > j,
flj ◦ ψj = πll.
Ainsi d’une part on a :
πll ◦ φj ◦ ψj = flj ◦ εj ◦ πj = πll
et d’autre part en composant par i−1j ηkl on obtient :
πkl ◦ φj ◦ ψj = πkl

Revenons a` la de´monstration du the´ore`me 2.5.
Montons que RΣ ◦ QΣ est isomorphe a` l’identite´. On garde les meˆmes
notations que ci-dessus, ainsi F = ({Fk}, {flk}) est un objet de SΣ.
Le lemme 2.6 de´finit un isomorphisme φj entre Fj et la restriction de
RΣQΣ(F) a` Sj :
φj : Fj
∼
−→ RΣQΣ(F) |Sj
Il reste donc a` identifier les morphismes i−1j ηk :
i−1j ηk : i
−1
j RΣQΣ(F) −→ i
−1
j ik∗i
−1
k RΣQΣ(F)
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aux morphismes fkj. Il s’agit donc de montrer que le diagramme suivant
commute :
i−1j lim←−F(k, l)
// i−1j ik∗i
−1
k lim←−F(k, l)
lim←− i
−1
j F(k, l)
ψj

lim
←−
i−1j ηk
// lim←− i
−1
j ik∗i
−1
k F(k, l)
i−1j ik∗ψk

Fj
fkj
// i−1j ik∗Fk
Le carre´ du haut commute par de´finition des morphismes d’adjonction.
Et comme φj est l’inverse de ψj il suffit donc de de´montrer l’e´galite´ :
i−1j ik∗ψk ◦ i
−1
j ηk ◦ φj = fkj
Or on a le diagramme commutatif suivant :
lim←− i
−1
j F(l, m) //
pikk

lim←− i
−1
j ik∗i
−1
k F(l, m)
pik,k
 i−1j ik∗ψk
?
??
??
??
??
??
??
??
??
??
??
??
??
?
i−1j F(k)
i−1j ηk
// i−1j ik∗i
−1
k F(k)
i−1j ik∗εk ''OO
OOO
OOO
OOO
OOO
OO
Fj
fkj
77ooooooooooooooooooo
fkj
//
φj
??
i−1j ik∗Fk
En effet les triangles commutent par de´finition de φj et de ψk. Le carre´
du haut commute par de´finition de la limite projective et le carre´ du
bas car i−1j ik∗εk ◦ i
−1
j ηk = Id. On a donc bien l’e´galite´ cherche´e.
Montrons maintenant que QΣ ◦RΣ est isomorphe a` l’identite´.
Soit F un faisceau sur X . On rappelle que d’apre`s la de´finition de RΣ,
on a
RΣ(F) = ({i
−1
k F}, {ηkl})
ou` ηkl sont les morphismes :
ηkl : i
−1
k F −→ i
−1
k il∗i
−1
l F
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Notons que, pour tout (k, l), le diagramme suivant est commutatif .
F
φ
##
ηl
-
--
--
--
--
--
--
--
--
--
--
--
--
ηk
++WWWW
WWWW
WWWW
WWWW
WWWW
WWWW
WWWW
W
QΣRΣ(F)
pil

pik
// ik∗i
−1
k F
ik∗i
−1
k ηl

il∗i
−1
l F ηkl
// ik∗i
−1
k il∗i
−1
l F
Ainsi d’apre`s la proprie´te´ universelle, il existe un unique morphisme φ
tel que le diagramme commute. Conside´rons sa restriction a` Sj. Comme
la restriction commute aux limites projectives finies on a en particulier
le diagramme commutatif suivant :
i−1j F
i−1j φ

i−1j ηj
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
i−1j QΣRΣ(F) pij
// i−1j ij∗i
−1
j F
Or i−1j ηj est un isomorphisme d’inverse εj de plus
πj = i
−1
j ηj ◦ εj ◦ πj = i
−1
j ηj ◦ ψj
est aussi un isomorphisme. Ce qui de´montre que la restriction de φ a`
chacune des strates est un isomorphisme. 
2. Recollements de faisceaux pervers
Soit X un espace topologique de Thom-Mather muni de la stratifi-
cation Σ (pour les de´finitions voir [20] ou [16]). Chaque strate Σi est
munie d’un voisinage tubulaire Ti, d’une projection πi : Ti → Σi qui
est une fibration localement triviale et d’une fonction ρi mesurant la
distance a` la strate Σi. On de´finit le link L d’une strate Σi comme suit :
L =
{
x ∈ Ti|ρi(x) = ε(πi(x))
}
ou` ε : Σi → R est une fonction de´finie positive assez petite.
On note Σ0 la strate de dimension d minimal.
Soit PervX la cate´gorie des faisceaux pervers sur X relativement a`
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la stratification Σ et PervX0 la cate´gorie des faisceaux pervers sur
X0 = X\Σ0 relativement a` la stratification Σ\Σ0. Dans ce chapitre
nous notons i et j les injections :
i : X0 →֒ X
j : Σ0 →֒ X
On note LΣ0 la cate´gorie des faisceaux localement constants sur Σ0.
Nous allons reprendre un re´sultat de´montre´ par MacPherson et
Vilonen dans [13]. Dans cet article ils re´pondent a` la question sui-
vante : Si F est un faisceau pervers sur X quelles donne´es, en plus de
F|X0, sont ne´cessaires pour pouvoir reconstruire F ? Autrement dit,
quelles donne´es doit on ajouter a` la cate´gorie PervX0 pour qu’elle soit
e´quivalente a` la cate´gorie PervX ?
Pour cela, ils introduisent la notion de ferme´ pervers. Puis ils de´finissent
une cate´gorie P dont les objets sont les quadruplets (H, H, u, v) ou` H
est un faisceau pervers sur X0, H est un faisceau localement constant
sur Σ0 et u et v sont des morphismes de faisceaux qui ve´rifient la rela-
tion suivante :
F (H)
TH //
u
""E
EE
EE
EE
E
G(H)
H
v
<<yyyyyyyy
ou` F et G sont des foncteurs de la cate´gorie PervX0 a` valeurs dans la
cate´gorie LΣ0 de´pendant d’un ferme´ pervers et T est une transforma-
tion naturelle entre eux. Enfin ils de´montrent que P est e´quivalente a`
la cate´gorie PervX mais ils ne de´finissent par directement de couple de
foncteurs quasi-inverse l’un de l’autre.
Apre`s avoir rappele´ brie`vement ces re´sultats, nous nous proposons
de donner une de´finition diffe´rente d’un ferme´ pervers dans le but
de´finir une cate´gorie P ′ similaire a` la cate´gorie P et deux foncteurs
quasi-inverses l’un de l’autre entre ces deux cate´gories.
2.1. Rappel des re´sultats des MacPherson et Vilonen.
Dans un premier temps MacPherson et Vilonen construisent une ca-
te´gorie C(F,G, T ) a` partir de la donne´e de deux cate´gorie A et B de
deux foncteurs, F et G, de A dans B et dune transformation naturelle,
T , de F dans G.
De´finition 2.7. Soit C(F,G, T ) la cate´gorie
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– dont les objets sont les familles (A,B,m, n) ou` A ∈ A, B ∈ B
et m et n sont des morphismes tels que le diagramme suivant
commute :
FA
TA //
m
!!C
CC
CC
CC
C GA
B
n
=={{{{{{{{
– et dont les morphismes sont les couples (a, b) ∈ Mor(A)×Mor(B)
tels que le diagramme suivant commute :
FA
TA //
m
%%LL
LL
LL
LLL
L
Fa

GA
Ga

B
n
99rrrrrrrrrr
b

FA′ //
m′ %%LL
LL
LL
LL
L GA
′
B′
n′
99rrrrrrrrr
Puis ils de´montrent la proposition suivante :
Proposition 2.8. Si A et B sont abe´liennes, si F est exact a` droite
et si G est exact a` gauche alors la cate´gorie C(F,G, T ) est abe´lienne.
Ils utilisent cette construction pour de´finir la cate´gorie e´quivalente
a` la cate´gorie des faisceaux pervers. Ils introduisent alors la notion de
ferme´ pervers.
On note L le link de la strate Σ0.
De´finition 2.9. Soit K un ferme´ de L, on note L l’ouvert comple´-
mentaire dans L. Le ferme´ K est dit pervers si pour tout faisceau per-
vers F ∈ PervX0 on a
– (Rkπ0∗FK) = 0 ∀k ≥ n− d
– (Rkπ0∗FL) = 0 ∀k < n− d
Si K est un ferme´ pervers notons que les foncteurs suivants, a` valeur
dans la cate´gorie des faisceaux localement constants sur Σ0 :
F : PervX0 −→ LΣ0
F 7−→ (Rn−d−1π0∗FK)
G : PervX0 −→ LΣ0
F 7−→ (R−dπ0∗FL)
sont respectivement exacts a` gauche et a` droite.
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De´finition 2.10. Soit P la cate´gorie C(F,G, T ) de´finie avec
A = PervX0, B = LΣ0, F et G les foncteurs de´finis ci-dessus et T
la transformation naturelle :
TF : (R
n−d−1π0∗FK) −→ (R
n−dπ0∗FL)
The´ore`me 2.11. La cate´gorie P est e´quivalente a` la cate´gorie PervX .
Pour de´montrer ce the´ore`me MacPherson et Vilonen de´finissent un
foncteur
PervX −→ C(F,G, T ).
Ils montrent que c’est une e´quivalence de cate´gorie en introduisant
une troisie`me cate´gorie et deux autres foncteurs. Dans le paragraphe
suivant, on se propose de de´finir une nouvelle cate´gorie C(F ′, G′, T ′)
e´quivalente a` la cate´gorie PervX et de le de´montrer en de´finissant deux
foncteurs quasi-inverses l’un de l’autre.
De´finition de la cate´gorie P ′ et des foncteurs quasi-inverses.
Pour de´finir la cate´gorie P ′ nous avons besoin d’une de´finition diffe´rente
d’un ferme´ pervers.
De´finition 2.12. Soit K un ferme´ de X, on note L son ouvert comple´mentaire.
Le ferme´ K est dit pervers si pour tout faisceau pervers F ∈ PervX0
on a
– ∀k < n− d, RkΓKRi∗F = 0
– ∀k ≥ n− d, RkΓLRi∗F = 0
Dans tout ce qui suit on fixeK un ferme´ pervers et L son comple´mentaire.
On peut alors de´finir la cate´gorie P ′.
De´finition 2.13. On note P ′ est la cate´gorie C(F ′, G′, T ′) ou` F ′ et G′
sont les foncteurs :
F ′ : PervX0 −→ LΣ0
F 7−→ (Rn−d−1ΓLRi∗F)Σ0
G′ PervX0 −→ LΣ0
F 7−→ (Rn−dΓKRi∗F)Σ0
et T ′ est la transformation naturelle donne´e, pour F ∈ PervX0, par le
morphisme naturel :
(Rn−d−1ΓLRi∗F)Σ0 −→ (R
n−dΓKRi∗F)Σ0
Les deux lemmes suivants seront tre`s utiles dans la suite :
Lemme 2.14. Si K est un ferme´ pervers alors L ∩ Σ0 = ∅.
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De´monstration. Supposons qu’il existe un ferme´ pervers K tel
que L ∩ Σ0 6= ∅. Le complexe CΣ0 [−n + d], ou` CΣ0 est le faisceau
supporte´ par Σ0 et constant sur Σ0 de fibre C, est un faisceau pervers.
Or si x appartient a` L ∩ Σ0 on a :
(Rn−dΓLCΣ0 [−n + d])x ≃ (ΓL∩Σ0CΣ0)x ≃ C
d’ou` la contradiction. 
Lemme 2.15. Pour tout faisceau pervers F ∈ PervX :
RΓKF ≃ R
n−dΓKF [−n + d]
De´monstration. Pour de´montrer ce lemme il suffit de montrer
que RkΓKF est nul pour k strictement supe´rieur a` n− d. Conside´rons
le triangle distingue´ suivant :
RΓKF −→ F −→ RΓLF
D’apre`s les conditions de perversite´ F est nul en degre´s supe´rieur a`
n − d, la de´finition d’un ferme´ pervers assure que RΓLF est nul en
degre´ supe´rieur a` n − d − 1, ainsi la suite exacte longue associe´e au
triangle distingue´ est la suivante :
hn−d(F)→ 0→ Rn−d+1ΓKF → 0→ 0→ R
n−d+2ΓKF → 0→
Ce qui montre que l’on a bien :
RΓKF ≃ R
n−dΓKF [−n + d]

De´finissons le foncteur ν de la cate´gorie PervX dans P
′. Soit F
un faisceau pervers sur X . Notons tout d’abord que ce diagramme, ou`
chacune des fle`ches est un morphisme naturel, est commutatif :
RΓLRi∗i
−1F
+1 // RΓKRi∗i
−1F [+1]
RΓLF
OO
+1
// RΓKF [+1]
OO
De plus, d’apre`s le lemme 2.14 l’intersection L∩X0 est e´gale a` L donc
le morphisme naturel suivant est un isomorphisme :
Rn−d−1ΓLF
α
−→ Rn−d−1ΓLRi∗i
−1F
Ainsi, si l’on pose F = (Rn−dΓKF)Σ0 et u et v respectivement les
restrictions en Σ0 des morphismes :
U : Rn−d−1ΓLRi∗i
−1F
α−1
→ Rn−d−1ΓLF −→ R
nΓKF
V : Rn−dΓKF −→ R
n−dΓKRi∗i
−1F
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le quadruplet (i−1F , F, u, v) est bien un objet de P ′. De plus chacune
des ope´rations est bien fonctorielle.
De´finition 2.16. On note ν le foncteur de la cate´gorie PervX dans P
′
qui a` un faisceau pervers F associe le quadruplet (i−1F , F, u, v) de´fini
ci-dessus.
De´finissons un foncteur, note´ µ, de la cate´gorie P ′ dans la cate´gorie
de´rive´e des faisceaux.
Soit (G, G, u, v) un objet de P ′. Cette donne´e va nous permettre, graˆce
a` la premie`re partie, de de´finir un faisceau B supporte´ par K et un
morphisme de de faisceaux φ :
φ : Rn−d−1ΓLRi∗G −→ B
Ce morphisme nous permettra alors de construire un complexe dont
nous ve´rifierons qu’il est pervers.
Le triplet ((Rn−dΓKRi∗G) |X0 , G, v) ou` v est la composition du mor-
phisme v et du morphisme d’adjonction :
v : G
v
−→ (Rn−dΓKRi∗G) |Σ0
adj
−→ (i∗i
−1Rn−dΓKRi∗G) |Σ0
est un objet de la cate´gorie SΣ0 = SΣ′ ou` Σ
′ est la stratification forme´e
des deux strates Σ0 et X0.
Soit B l’image du triplet ((Rn−dΓKRi∗G) |X0 , G, v) par QΣ0 :
B = QΣ0((R
n−dΓKRi∗G) |X0 , G, v)
Soit δ le morphisme :
δ : Rn−d−1ΓLRi∗G −→ R
n−dΓKRi∗G
Le diagramme suivant est commutatif :
(Rn−d−1ΓLRi∗G) |Σ0
//
u

j−1δ
))RR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
(i∗i
−1Rn−d−1ΓLRi∗G) |Σ0
j−1i∗i−1δ
))RR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
G v
// (Rn−dΓKRi∗G) |Σ0
// (i∗i
−1Rn−dΓKRi∗G) |Σ0
En effet le triangle est commutatif par de´finition et le petit carre´ l’est
car l’adjonction est une transformation naturelle. Ainsi
le couple (u, i−1δ) est un morphisme de SΣ0
entre les triplets ((Rn−d−1ΓLRi∗G) |X0, (R
n−d−1ΓLRi∗G) |Σ0 , η) et
((Rn−dΓKRi∗G) |X0, G, v), ou` η est le morphisme d’adjonction :
η : (Rn−d−1ΓLRi∗G) |Σ0→ (i∗i
−1Rn−d−1ΓLRi∗G) |Σ0
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Comme le foncteur QΣ0 est quasi-inverse de RΣ0 il existe un unique
morphisme φ de Rn−d−1ΓLRi∗G dans B qui a pour image par RΣ0 le
morphisme (u, i−1δ).
φ : Rn−d−1ΓLRi∗G −→ B
A partir de φ nous allons construire un morphisme de complexes entre
τ≤n−d−1RΓLRi∗G et B[−n+ d+ 1]. Conside´rons le foncteur de tronca-
ture τ≤i. On a le morphisme naturel :
τ≤n−d−1RΓLRi∗G → R
n−d−1ΓLRi∗G[−n + d+ 1]
On note alors Φ le morphisme de complexes de´fini comme la compose´e
de φ de´cale´e de −n + d+ 1 et du morphisme de complexe naturel :
τ≤n−d−1RΓLRi∗G → R
n−d−1ΓLRi∗G[−n+d+1]
φ[−n+d+1]
−→ B[−n+d+1].
On de´finit alors l’image de (G, G, u, v) par µ comme le mapping coˆne
du morphisme de complexes Φ.
De´finissons maintenant l’image par µ d’un morphisme de P ′. Soit donc
(G ′, G′, u′, v′) un deuxie`me objet de P ′ et (g, w) un morphisme entre
(G, G, u, v) et (G ′, G′, u′, v′), on note H et H′ les images de (G, G, u, v)
et (G ′, G′, u′, v′) par µ. La strate´gie est la meˆme que pour la construc-
tion des objets : on de´finit tout d’abord un morphisme entre B et B′
dont on se sert pour de´finir un morphisme de complexes. Comme le
diagramme suivant est commutatif :
G
w

v // (RnΓKRi∗G)|Σ0
(RnΓKRi∗g)|Σ0

// (i∗i
−1RnΓKRi∗G)|Σ0
(i∗i−1RnΓKRi∗g)|Σ0

G′
v′ // (RnΓKRi∗G
′)|Σ0 // (i∗i
−1RnΓKRi∗G)|Σ0
le premier carre´ l’e´tant par de´finition, le deuxie`me car l’adjonction
est une transformation naturelle, le couple ((RnΓK0Ri∗g)|Σ0, w) est un
morphisme de SΣ0 :
((Rn−dΓKRi∗G) |X0 , G, v)→ ((R
n−dΓKRi∗G
′) |X0, G
′, v′)
On note alors b le morphisme image par QΣ0 . Or par de´finition d’un
morphisme de SΣ0 le diagramme suivant commute, il suffit de le ve´rifier
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sur les restrictions a` X0 et Σ0 :
Rn−d−1ΓLRi∗G
Rn−d−1ΓLRi∗g

φ // B
b

Rn−d−1ΓLRi∗G
′
φ′ // B′
Ainsi par fonctorialite´ de la troncature ce diagramme commute :
τ≤n−d−1RΓLRi∗G
τ≤n−d−1RΓLRi∗g

Φ // B[−n + d+ 1]
b[−n+d+1]

τ≤n−d−1RΓLRi∗G
′ Φ
′
// B′[−n + d+ 1]
Ainsi par de´finition d’une cate´gorie triangule´, il existe un morphisme
g˜ : H → H′ tel que (g˜, RΓLRi∗g, b) soit un morphisme de triangle.
Mais pour que cette ope´ration soit fonctorielle il faut montrer que ce
morphisme est unique. On utilise alors ce lemme.
Lemme 2.17. Soit K une cate´gorie additive triangule´e, T son foncteur
de translation. Conside´rons le diagramme commutatif suivant entre tri-
angles :
A
u //
α

B
v //
β

C
w //
γ

T (A)

A′
u′ // B′
v′ // C ′
w′ // T (A′)
D’apre`s les axiomes des cate´gories triangule´es, il existe un morphisme
α tel que (α, β, γ) soit un morphisme de triangles, si on a de plus :
HomK(B, T
−1C ′) = HomK(C,B
′) = 0
ce morphisme est unique.
De´monstration. Voir par exemple [14]. 
Or comme le complexe τ≤n−d−1RΓLRi∗G est concentre´ en degre´
infe´rieur ou e´gal a` n−d−1 et comme B′[−n+d] est concentre´ en degre´
n− d, on a
Hom(τ≤n−d−1RΓLRi∗G,B
′[−n + d]) = 0
De plus RΓLRi∗G e´tant concentre´ en degre´ infe´rieur ou e´gal a` n−d−1,
on a l’isomorphisme :
τ≤n−d−1RΓLRi∗G
′ ≃ RΓLRi∗G
′
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D’ou`
Hom(B[−n + d+ 1], τ≤n−d−1RΓLRi∗G
′)
≃ Hom(B[−n + d+ 1], RΓLRi∗G
′)
≃ Hom(i−1
L
B[−n + d+ 1], i−1
L
Ri∗G
′)
Le deuxie`me isomorphisme est donne´ par l’adjonction des foncteur RiL∗
et i−1
L
. Mais comme B est supporte´ par K on a bien :
Hom(B[−n + d+ 1], τ≤n−d−1RΓLRi∗G
′) = 0
De´finition 2.18. On note µ le foncteur de la cate´gorie P ′ a` valeurs
dans la cate´gorie de´rive´e des faisceaux qui
– a` un objet (G, G, u, v) de P ′ associe le mapping coˆne de Φ de´fini
plus haut,
– et a` un morphisme (g, w) : (G, G, u, v)→ (G ′, G′, u′, v′) associe le
morphisme de´fini plus haut.
Lemme 2.19. Le coˆne de Φ est un faisceau pervers.
De´monstration. On note H le mapping coˆne du morphisme Φ.
Le triangle suivant est bien suˆr dinstingue´ :
RΓLRi∗G
Φ
→ B[−n + d− 1]→H
+1
→
La de´monstration s’appuie sur la proposition suivante de´montrer dans
[1] :
Proposition 2.20. Soit Y une sous-varie´te´ ferme´ de X de dimension
d, U = X\Y . De´signons par j : Y →֒ X et i : U →֒ X les inclu-
sions. Soit F un complexe a` cohomologie constructible. Alors F est un
faisceau pervers si et seulement si
– i−1F est un faisceau pervers sur U ,
– j−1F est concentre´ en degre´ infe´rieur ou e´gal a` n−d et (RΓYF)|Y
est concentre´ en degre´ supe´rieur ou e´gal a` n− d.
De´monstration. [1] 
Lemme 2.21. Le complexe i−1H est un faisceau pervers.
De´monstration. Le complexe i−1H est le mapping coˆne du mor-
phisme i−1Φ :
i−1Φ : i−1RΓLRi∗G −→ i
−1B[−n + d− 1]
Or comme QΣ0 et RΣ0 sont quasi-inverse, le faisceau i
−1B est isomorphe
au faisceau i−1Rn−dΓKRi∗G et i
−1φ est isomorphe a` i−1δ :
δ : Rn−d−1ΓLRi∗G −→ R
n−dΓKRi∗G
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de plus le diagramme suivant commute :
i−1Rn−d−1ΓLRi∗G
i−1φ // i−1B
i−1Rn−d−1ΓLRi∗G
i−1δ // i−1Rn−dΓKRi∗G
Conside´rons le triangle distingue´ :
τ≤n−d−1RΓLRi∗G // RΓLRi∗G // τ
≥n−dRΓLRi∗G
Par de´finition d’un ferme´ pervers, le complexe RΓLRi∗G est nul en
degre´ supe´rieur ou e´gal a` n− d. Ainsi le complexe τ≥n−dRΓLRi∗G est
nul. Le morphisme naturel suivant est donc un isomorphisme :
τ≤n−d−1RΓLRi∗G
∼
−→ RΓLRi∗G
De plus d’apre`s le lemme 2.15 le faisceau Rn−dΓKRi∗G n’est concentre´
qu’en degre´ n− d on a ainsi le diagramme commutatif suivant :
i−1RΓLRi∗G
i−1Φ // i−1B[−n + d+ 1]
i−1RΓLRi∗G
∆ // i−1RΓKRi∗G[+1]
ou` ∆ est le morphisme (+1) du triangle distingue´ :
i−1RΓKRi∗G −→ i
−1Ri∗G −→ i
−1RΓKRi∗G
Ainsi i−1H est isomorphe au coˆne du morphisme ∆. Donc i−1H est
isomorphe a` i−1Ri∗G, lui meˆme isomorphe a` G. Nous montrerons par
la suite que cet isomorphisme est en fait unique. Le complexe G e´tant
pervers par de´finition, i−1H l’est aussi. 
Lemme 2.22. Le complexe RΓΣ0H est concentre´ en degre´ strictement
supe´rieur a` n− d.
De´monstration. Le complexe RΓΣ0H est le mapping coˆne du
morphisme :
RΓΣ0Φ : RΓΣ0RΓLRi∗F −→ RΓΣ0B[−n + d+ 1]
Comme, d’apre`s le lemme 2.14, l’intersection Σ0 ∩ L est vide, le com-
plexe RΓΣ0H est isomorphe a` RΓΣ0B[−n + d + 1]. Mais comme le
complexe B[−n + d + 1] est concentre´ en degre´ n − d, le complexe
RΓΣ0B[−n + d+ 1] est nul en degre´ infe´rieur a` n− d. 

The´ore`me 2.23. Les foncteurs ν et µ sont quasi-inverses l’un de
l’autre.
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De´monstration. Montrons tout d’abord que ν ◦µ est isomorphe
a` l’identite´. Soit (G, G, u, v) un objet de P ′. On note H l’image de
(G, G, u, v) par µ.
H = µ((G, G, u, v))
On a de´ja` vu que i−1H est isomorphe a` G, mais il faut ve´rifier que cet
isomorphisme est fonctoriel.
C’est le diagramme commutatif suivant :
i−1RΓLRi∗G
i−1Φ // i−1B[−n + d+ 1]
i−1RΓLRi∗G
∆ // i−1RΓKRi∗G
qui nous a permis de de´finir, graˆce aux axiomes des cate´gories trian-
gule´es, cet isomorphisme. Les deux isomorphismes de ce diagramme
e´tant fonctoriels, si l’on de´montre que le lemme 2.17 s’applique, on
de´montre aussi que l’isomorphisme entre i−1H et G est fonctoriel.
Notons iL l’injection de L dans X . On a :
Hom(i−1RΓLRi∗G, i−1RΓKG) ≃ 0
Car i−1RΓLRi∗G est concentre´ en degre´ n−d−1 et RΓKG est concentre´
en degre´ n− d.
D’autre part, on a les isomorphismes suivants :
Hom(i−1B[n− d], i−1RΓLG) ≃ Hom(B[n− d], RΓLG)
≃ Hom(i−1
L
B[n− d], i−1
L
G)
= 0
Le deuxie`me isomorphisme est donne´ par l’adjonction et l’e´galite´ est
dut au fait que i−1
L
B est nul car B est supporte´ par K.
Donc d’apre`s le lemme 2.17, l’isomorphisme entre i−1H et G est unique.
Ces deux complexes sont donc fonctoriellement isomorphes.
Montrons que (RΓKG)|Σ0 est fonctoriellement isomorphe a` G. Le fais-
ceau RΓKG est le coˆne du morphisme :
RΓKΦ : RΓKRΓLRi∗G −→ RΓKB[−n + d+ 1]
Mais comme d’une part L ∩ K = ∅ et d’autre part B est supporte´ par
K, le complexe RΓKG est naturellement isomorphe a` B[−n + d + 1].
Ainsi, on a les isomorphismes fonctoriels (le premier e´tant donne´ par
le lemme 2.15) :
(RΓKG)|Σ0 ≃ (R
nΓKG)|Σ0 [−n + d+ 1] ≃ B|Σ0 [−n + d+ 1]
Mais les foncteurs RΣ0 et QΣ0 e´tant quasi-inverses l’un de l’autre le
faisceau B|Σ0 est fonctoriellement isomorphe a` G.
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Montrons maintenant que µ ◦ ν est isomorphe a` l’identite´. Soit donc F
un faisceau pervers sur X . Par de´finition des foncteurs µ et ν, B est
l’image par QΣ0 du triplet ((R
n−dΓK0Ri∗i
−1F)|X0, (R
n−dΓKF)|Σ0, v) :
B = QΣ0(((R
n−dΓK0Ri∗i
−1F)|X0, (RΓKF)|Σ0, v))
ou` v est la composition des morphismes :
j−1Rn−dΓKF → j
−1Rn−dΓKRi∗i
−1F → j−1i∗i
−1Rn−dΓKRi∗i
−1F
Le faisceau B est naturellement isomorphe au faisceau Rn−dΓKF . Pour
le montrer construisons un isomorphisme dans SΣ0 entre
le triplet ((Rn−dΓKRi∗i
−1F)|X0, (R
n−dΓKF)|Σ0, v) et le triplet
((Rn−dΓKF)|X0, (R
n−dΓKF)|Σ0, η), ou` η est le morphisme d’adjonction.
Notons γ le morphisme de faisceaux de´fini par une autre adjonction :
γ : Rn−dΓKF → R
n−dΓKRi∗i
−1F
Le morphisme v s’e´crit alors :
v = j−1η ◦ j−1γ ≃ j−1(η ◦ γ)
Comme l’adjonction est une transformation naturelle le diagramme sui-
vant est commutatif :
Rn−dΓKF //
η

Rn−dΓKF
η◦i∗i−1γ

i∗i
−1Rn−dΓKF
i∗i−1γ
// i∗i
−1Rn−dΓKRi∗i
−1F
En appliquant j−1 a` ce diagramme, on obtient le diagramme :
j−1Rn−dΓKF
Id //
j−1η

j−1Rn−dΓKF
v

j−1i∗i
−1Rn−dΓKF
j−1i∗i−1γ
// j−1i∗i
−1Rn−dΓK0Ri∗i
−1F
Ce qui montre que le couple (i−1γ, Id) est un morphisme de SΣ0 . Mais le
morphisme i−1γ est en fait un isomorphisme, ainsi le couple (i−1γ, Id)
est un isomorphisme dans SX , donc B
• et RΓKF sont naturellement
isomorphe. De plus le diagramme suivant commute :
Rn−d−1ΓLRi∗i
−1F
φ // B•
Rn−d−1ΓLF // R
n−dΓKF
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En effet pour le voir il suffit de montrer que ses restrictions a` X0 et Σ0
commutent. On a de plus
Hom(RΓLRi∗i
−1F ,B) = Hom(B•[+1], RΓLF) = 0
donc d’apre`s le lemme 2.17 le coˆne de Φ est fonctoriellement isomorphe
a` F . 

CHAPITRE 3
Champs sur un espace stratifie´
Dans tout ce chapitre X de´signe un espace topologique et S une
stratification fixe´e de X .
1. Description
Dans ce paragraphe nous allons donner l’e´quivalent du the´ore`me 2.5
pour les champs. Ainsi nous de´finissons une 2-cate´gorie dont les objets
sont forme´s de champs sur chacune des strates, d’une se´rie de foncteurs
de champs et d’isomorphismes entre ces foncteurs. Nous de´montrons
alors que cette 2-cate´gorie est 2-e´quivalente a` la 2-cate´gorie des champs
sur X . La de´monstration est sensiblement la meˆme que dans le cas des
faisceaux mais applique´e au langage des 2-cate´gories.
On notera Sk la re´union des strates de dimension k et ik l’inclusion de
Sk dans X .
Dans ce paragraphe si Cl est un champ sur l’ensemble Sl on note ηkl le
foncteur naturel d’adjonction :
ηkl : il∗Cl −→ ik∗i
−1
k il∗Cl
On note StX la 2-cate´gorie des champs sur X .
De´finition 3.1. Soit SΣ la 2-cate´gorie dont
• les objets sont donne´s par :
- pour chaque Sk, un champ Ck sur Sk,
- pour tout couple (k, l) tel que k < l, un foncteur de champs
Flk : Ck → i
−1
k il∗Cl,
- pour tout triplet (k, l,m) ve´rifiant k < l < m, un isomor-
phisme de foncteurs θklm :
Ck
Flk //
Fmk

i−1k il∗Cl
i−1
k
il∗Fml

∼
θklm
qy llll
lll
lll
lll
l
i−1k im∗Cm
i−1
k
ηlm
// i−1k il∗i
−1
l im∗Cm
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ou` ηlm est le foncteur naturel d’adjonction :
ηlm : im∗Cm → il∗i
−1
l im∗Cm
tels que pour m < p le diagramme suivant soit commutatif :
i−1k il∗i
−1
l im∗Fpm ◦ i
−1
k il∗Fml ◦ Flk
Id•θklm // i−1k il∗i
−1
l im∗Fpm ◦ i
−1
k ηl ◦ Fmk

i−1k il∗(i
−1
l im∗Fpm ◦ Fml) ◦ Flk
i−1k il∗θlmp•IdFlk

i−1k il∗(i
−1
l ηmp ◦ Fpk) ◦ Flk i
−1
k ηl ◦ i
−1
k im∗Fpm ◦ Fmk
Id•θkmp

i−1k il∗i
−1
l ηmp ◦ i
−1
k il∗Fpl ◦ Flk
Id•θklp

i−1k il∗i
−1
l ηmp ◦ i
−1
k ηlp ◦ Fpk
// i−1k ηl ◦ i
−1
k ηmp ◦ Fpk
• les foncteurs entre deux tels objets, ({Ck}, {Fkl}, {θjkl})
({C′k}, {F
′
kl}, {θ
′
klm}), sont donne´s par :
- pour tout Sk ∈ S, un foncteur de champ Gk : Ck → C
′
k,
- pour tout couple (i, j) tel que i < j, un isomorphisme de
foncteur :
glk : F
′
lk ◦Gk
∼
−→ i−1k il∗Gl ◦ Flk
tels que :
i−1k il∗F
′
ml ◦ F
′
lk ◦Gk
Id•glk //
θmlk•Id

i−1k il∗F
′
ml ◦ i
−1
k il∗Gl ◦ Flk
i−1
k
il∗gml•Id

i−1k il∗i
−1
l im∗Gm ◦ i
−1
k il∗Fml ◦ Flk
Id•θmlk

i−1k il∗i
−1
l im∗Gm ◦ i
−1
k ηkm ◦ Fmk
i−1k ηkm ◦ F
′
mk ◦Gk Id•gmk
// i−1k ηlm ◦ i
−1
k im∗Gm ◦ Fmk
• les morphismes entre deux tels foncteurs, ({Gk}, {gkl}) ({G
′
k}, {g
′
kl})
sont les donne´es pour chaque Sk d’un morphisme de foncteur de
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champ φk : Gk → G
′
k tels que, pour tout k, l le diagramme suivant
commute :
F ′kl ◦Gk
gkl //
Id•φk

i−1k il∗Gl ◦ Flk
i−1
k
il∗φl•Id

F ′kl ◦G
′
k g′kl
// i−1k il∗G
′
l ◦ Flk
De´finissons maintenant deux 2-foncteurs entre les deux cate´gories StX
et SΣ :
De´finition 3.2. On note RΣ le 2-foncteur de StX dans SΣ qui a`
un champ sur X associe la famille de ses restrictions sur chacune de
ces strates, les foncteurs naturels d’adjonction et les isomorphismes
d’adjonction :
RΣ : StX −→ SΣ
C 7−→ ({C |Sk}k≤n, {i
−1
k ηl}k<l≤n, {λmlk}k<l<m≤n)
G : C→ C′ 7−→ ({G |Sk}k≤n, {glk}k<l≤n)
φ : G→ G′ 7−→ ({φ |Sk}k≤n)
ou` les foncteurs ηl sont les foncteurs d’adjonction suivants :
ηl : C −→ il∗i
−1
l C
et les λmlk sont les isomorphismes naturels de foncteurs :
C |Sk //

(il∗i
−1
l C) |Sk

∼
λklmu} ss
ss
ss
s
ss
ss
ss
s
(im∗i
−1
m C) |Sk
i−1
k
ηlm
// (il∗i
−1
l im∗i
−1
m C) |Sk
De meˆme les isomorphismes de foncteurs glk sont les isomorphismes
donne´s par l’adjonction :
C |Sk
G|Sk //
i−1
k
ηl

C′ |Sk
i−1
k
η′
l

∼
glku} ss
ss
ss
s
ss
ss
ss
s
(il∗i
−1
l C) |Sk
(il∗i
−1
l
G)|Sk
// (il∗i
−1
l C
′) |Sk
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Le fait que ces donne´es soient issues d’une 2−adjonction assure qu’elles
appartiennent bien a` S.
De´finissons maintenant le deuxie`me 2-foncteur QΣ de la 2-cate´gorie
SΣ dans la cate´gorie StX .
Soit C = ({Ck}, {Flk}, {θmlk}) un objet de SΣ. Comme dans le cas des
faisceaux l’image de C par QΣ est de´finie par une 2-limite projective.
Il faut donc se donner un 2-syste`me projectif.
De´finition 3.3. On note I la cate´gorie,
– dont les objets sont les singletons {j} avec j ≤ n, les couples
(j, k) avec j < k ≤ n, les triplets (j, k, l) avec j < k < l ≤ n.
– dont les foncteurs sont les donne´s suivantes :
Hom(i, i) = {Idi} pour tout objet i de I
Hom((j, k), j) = {sjjk}
Hom((j, k), k) = {skjk}
Hom((j, k, l, ), (j, k)) = {sjkjkl}
Hom((j, k, l), j) = {sjjkl}
Hom((j, k, l, ), (j, l)) = {sjljkl}
On de´finit alors un 2-foncteur a : I → StX . A tout objet i ∈ I on
associe les champs :
a(j) = ij∗Cj
a(j, k) = ij∗i
−1
j ik∗Cl
a(j, k, l) = ij∗i
−1
j ik∗i
−1
k il∗Cl
Conside´rons les morphismes de I :
– Pour j < k, au morphisme skjk : (j, k)→ j on associe le foncteur
a(sjjk) = Fkj ,
– Au morphisme slkl : (k, l)→ l on associe le foncteur
a(sjjk) = ηjk
donne´ par la 2-adjonction :
ηjk : ik∗Ck −→ ij∗i
−1
j ik∗Ck.
– Pour j < k < l, au morphisme sjkjkl : (j, k, l)→ (j, k) on associe le
foncteur
a(sjkjkl) = ij∗i
−1
j ik∗Fkl,
– au morphisme sjljkl(j, k, l, )→ (j, l) on associe le foncteur
a(sjljkl) = ij∗i
−1
j ηkl
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ou` ηkl est le foncteur naturel d’adjonction :
ηkl : il∗Cl −→ ik∗i
−1
k il∗Cl,
– au morphisme sjjkl : (j, k, l)→ j, on associe le foncteur compose´ :
a(sjjkl) = i
−1
j ηkl ◦ ij∗Flj
Si a est un objet de I, le 1-morphisme aa : Ida(a) → a(Ida est l’identite´.
Enfin d’apre`s la de´finition d’un 2-foncteur, il faut maintenant se donner,
pour tout couple, (s, s′), de foncteurs composables un isomorphisme de
foncteurs
a(s ◦ s′) ≃ a(s) ◦ a(s′)
– pour j < k < l, pour les foncteurs sjjl et s
j
jkl l’identite´ convient,
– pour les foncteurs sjjk et s
jk
jkl on se donne l’isomorphisme θjkl.
De´finition 3.4. On de´finit l’image de C par QΣ comme la 2-limite
projective du syste`me C(k, l) :
QΣ(C) = 2 lim
←−
a(k, l)
Soient maintenant C′ = ({C′k}, {F
′
lk}, {θ
′
mlk}) un deuxie`me objet de
SΣ et G = ({Gk}, {glk}) : C → C
′ un morphisme entre ces objets.
Les donne´es ({Gk}, {glk}) forment alors un foncteur entre les syste`mes
C(k, l) et C′(k, l). La proprie´te´ universelle que ve´rifie la 2-limite pro-
jective de´finit un foncteur de QΣ(C) dans QΣ(C
′), c’est le morphisme
image de G par QΣ.
Si maintenant ({G′k}, {g
′
lk}) est un deuxie`me foncteur de C dans C
′ et
que φ = {φk} est un morphisme entre eux, l’image de φ par QΣ est le
morphisme de´fini par la proprie´te´ universelle.
Remarques
De manie`re explicite, si C = ({Ck}, {Flk}, {θklm}) est un objet de
SΣ et U est un ouvert de X , les objets de QΣ0(C)(U) sont les fa-
milles ({Sk}, {glk}), ou` Sk ∈ Ck(U ∩ Sk) et glk est un isomorphisme
glk : Flk(Sk)
∼
→ ηkl(Sl)
Notons que, comme dans le cas des faisceaux, la condition de com-
mutation des isomorphismes θklm n’est pas ne´cessaire pour de´finir le 2-
foncteurQΣ. Elle interviendra dans la de´monstration de la 2-e´quivalence.
The´ore`me 3.5. Les 2-cate´gories StX et SΣ sont 2-e´quivalentes et les
2-foncteurs QΣ et RΣ sont quasi-2-inverses l’un de l’autre.
Les 2-limites projectives finies commutent aux restrictions. Ainsi si
C = ({Ck}, {Flk}, {θklm}) est un objet de SΣ. On a l’e´quivalence :
i−1j 2 lim←−C(l, k)
∼
→ 2 lim←− i
−1
j C(l, k)
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On note πkl et pkl les projections et les isomorphismes de projections :
C(k, k)
Flk

lim←−C(m,n)
pik
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C(k, l)
Comme pour les faisceaux nous de´finissons deux 2-e´quivalences de 2-
foncteurs entre les 2-foncteurs :
RΣQΣ → Id
Id → QΣRΣ
elle sont de´finies a` partir de foncteurs et d’isomorphismes de foncteurs
donne´s par la proprie´te´ universelle de la 2-limite. Mais avant cela mon-
trons que le foncteur suivant, ou` le deuxie`me foncteur est le foncteur
d’adjonction, est une e´quivalence.
Ψj : 2 lim←− i
−1
j C(l, k)→ i
−1
j ij∗Cj → Cj
Pour cela on de´finit un foncteur quasi-inverse Φj : Cj → i
−1
j lim←−
C(a).
Comme la restriction commute aux 2-limites projectives finies, pour
tout a ∈ I, il faut se donner un foncteur de Cj dans i
−1
j C(a). Mais
notons que, pour j < k < l < m :
i−1j C(k) = 0
i−1j C(k, l) = 0
i−1j C(k, l,m) = 0
De plus comme ij est une injection la transformation naturelle
εj : i
−1
j ij∗ → Id est une e´quivalence. On choisit ε
−1
j un quasi-inverse de
εj et on fixe ej l’isomorphisme :
ej : εj ◦ ε
−1
j −→ Id
Conside´rons alors la famille de foncteurs, pour j ≤ k < l < m :

Φjj = (εj)
−1 : Cj → i
−1
j ij∗Cj = i
−1
j C(j, j)
Φkj = Fkj : Cj → i
−1
j ik∗Ck = i
−1
j C(k, k)
Φ
(k,l)
j = i
−1
j ηkl ◦ Flj : Cj → i
−1
j il∗Cl → i
−1
j ik∗i
−1
k il∗Cl
Φ
(k,l,m)
j = (i
−1
j ik∗i
−1
k ηlm) ◦ (i
−1
j ηkm) ◦ Fmj
1. DESCRIPTION 55
Pour de´finir un foncteur a` valeur dans le 2-syste`me projectif, il faut se
donner, pour chaque foncteur b → a de la 2-cate´gorie I, un isomor-
phisme habj :
Cj
Φaj








Φbj
7
77
77
77
77
77
77
77
7
habj
∼ 3;ooooooo
ooooooo
C(a) // C(b)
– conside´rons le foncteur (k, l) → l par de´finition des foncteurs
Φ
(k,l)
j et Φ
l
j on peut prendre h
k
j = Id.
– pour le foncteur (k, l)→ k supposons tout d’abord que j < k < l,
d’apre`s la de´finition de Φ
(k,l)
j l’isomorphisme θjkl convient.
Supposons maintenant que k = j, nous devons de´finir un mor-
phisme entre les foncteurs :
i−1j ij∗Fkj ◦ ε
−1
j
∼
−→ i−1j ηjk ◦ Fkj
Comme εj est issue d’une 2-transformation naturelle on a l’iso-
morphisme θj : Fkj ◦ εj
∼
→ εj ◦ (i
−1
j ij∗Fkj) :
Cj
Fkj

i−1j ij∗Cj
εjoo
i−1j ij∗Fkj

∼
θjqy l
lll
lll
lll
lll
l
i−1j ik∗Ck i
−1
j ij∗i
−1
j ık∗Ckεj
oo
Notons que la restriction de la 2-transformation naturelle ηj a` Sj
est un quasi-inverse de εj, on note nj l’isomorphisme :
nj : Id −→ i
−1
j ηj ◦ εj
On pose alors :
hjkj = nj • (Ii−1j ηj ◦ θj ◦ Iε
−1
j
) • ej
ou` Ii−1j ηj
et Iε−1j
sont les morphismes identite´ entre les 2-transformations
naturelles i−1j ηj et ε
−1
j , et ou` • est la composition verticale des
morphismes de foncteurs et ◦ est la composition horizontale.
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– pour le foncteur (k, l,m)→ (k,m), au vu des de´finitions de Φkmj
et Φklmj , l’identite´ convient.
– pour le foncteur (k, l,m)→ (k, l), d’apre`s les de´finitions de Φ
(k,l)
j
et Φ
(k,l,m)
j nous devons de´finir un morphisme entre les compose´s
de foncteurs :
(i−1j ik∗i
−1
k il∗Fml) ◦ (i
−1
j ηkl) ◦ Flj
∼
→ (i−1j ik∗i
−1
k ηlm) ◦ i
−1
j ηkm ◦ Fmj
Mais par de´finition de θjlm et comme ηkl provient d’une 2-adjonction
on a le diagramme suivant :
i−1j il∗Cl
i−1j ηkl //
i−1j il∗Fml
##G
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
G
i−1j ik∗i
−1
k il∗Cl
i−1j ik∗i
−1
k
il∗Fml
##G
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
GG
G
∼θjlm

∼i−1j adj

Cj
Flj
;;wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
Fmj
// i−1j im∗Cm
i−1j ik∗i
−1
k
ηlm
// i−1j ik∗i
−1
k im∗Cm
// i−1j ik∗i
−1
k il∗i
−1
l im∗Cm
En composant correctement ces deux isomorphismes on de´finit
l’isomorphisme cherche´.
Les relations de commutations des θjkl demande´es dans la de´finition de
la 2-cate´gorie SΣ ainsi que le caracte`re naturel des foncteurs d’adjonc-
tion assurent que les conditions de commutations sont ve´rifie´es. Ainsi
la proprie´te´ universelle de´finit un foncteur note´ Φj :
Φj : Cj −→ i
−1
j 2 lim←−C(k, l)
et pour tout objet a de I un ismorphisme, note´ ϕaj :
ϕaj : πa ◦ Φj
∼
−→ Φaj
Lemme 3.6. Le foncteur Φj est une e´quivalence et la compose´e des
foncteurs suivants est un quasi-inverse :
Ψj : 2 lim←−
a∈I
i−1j C(a)
pij
−→ i−1j ij∗Cj
εj
−→ Cj
De´monstration. Commenc¸ons par montrer que Ψj ◦ Φj est iso-
morphe a` l’identite´. On a la suite d’isomorphisme :
Ψj ◦ Φj εj ◦ πj ◦ Φj
∼
I
εj◦ϕ
j
j
// εj ◦ (εj)
−1 ∼
ej
// Id
L’e´galite´ est donne´e par de´finition de Ψj . Ainsi l’isomorphisme
ej • (Iεj ◦ ϕ
j
j) convient.
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Montrons maintenant que Φj◦Ψj est isomorphe a` l’identite´. Nous allons
pour cela de´finir pour tout a ∈ I un isomorphisme note´ laj :
laj : πa ◦ Φj ◦Ψj
∼
−→ πa
Commenc¸ons par de´finir lmj pour m ≤ n. On a le diagramme suivant :
2 lim
←−
C(a)
Ψj
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
Φj◦Ψj // 2 lim
←−
C(a)
pim

∼
ϕmj{ 


Cj
Φj
55llllllllllllllllllllllll
Fmj ,,YYYY
YYYYY
YYYYY
YYYYY
YYY
i−1j im∗Cm
On peut ainsi de´finir un isomorphisme entre les foncteurs :
(1) πm ◦ Φj ◦Ψj
∼
−→ Fmj ◦Ψj
Conside´rons maintenant le diagramme suivant :
2 lim←− i
−1
j C(a)
pij //
pim

Ψj
''
i−1j ij∗Cj
i−1j ij∗Fmj

εj // Cj
Fmj

∼
pjm
w ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
∼
w ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
i−1j im∗Cm
i−1j ηj
//
Id
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i−1j ij∗i
−1
j im∗Cm εj
// i−1j im∗Cm
∼
KS
On rappelle que pjm est l’isomorphisme donne´ par la 2-limite. L’e´galite´
est donne´e par la de´finition de Ψj. L’isomorphisme de droite et l’isomor-
phisme vertical sont de´finis par la 2-adjonction. En composant correcte-
ment ces isomorphismes on de´finit un isomorphisme entre les foncteurs
Fmj ◦Ψj et πm :
(2) Fmj ◦Ψj
∼
−→ πm
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On de´finit alors lmj comme la compose´e verticale des isomorphismes (1)
et (2).
Il faut maintenant de´finir les isomorphismes llmj et l
klm
j . Mais la 2-limite
donne les isomorphismes suivants :
2 lim←−C(a)
piml

pim
yyrrr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
piklm
%%LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
L
∼
plm
+3 ∼
pklm
+3
i−1j im∗Cm
i−1j ηlm
// i−1j il∗i
−1
l im∗Cm
i−1j ηklm
// i−1j ik∗i
−1
k il∗i
−1
l im∗Cm
Ainsi en composant horizontalement plm avec les morphismes identite´
des foncteurs Φj et Ψj on obtient l’isomorphisme :
(3) πlm ◦ Φj ◦Ψj
∼
−→ i−1j ηlm ◦ πm ◦ Φj ◦Ψj
De meˆme en composant horizontalement le morphisme identite´ du fonc-
teur i−1j ηlm et l’isomorphisme l
m
j on obtient l’isomorphisme :
(4) i−1j ηlm ◦ πm ◦ Φj ◦Ψj
∼
−→ i−1j ηlm ◦ πm
On de´finit alors llmj comme la compose´e verticale des isomorphismes
(3), (4) et de l’inverse de plm. On fait de meˆme pour l
klm
j .
Le caracte`re naturel des foncteurs d’adjonctions, les compatibilite´s
des isomorphismes de projections ainsi que les conditions de commu-
tation demande´es dans la de´finition de la 2-cate´gorie SΣ assurent que
les isomorphismes laj sont compatibles. Ils de´finissent ainsi un isomor-
phisme entre les foncteurs Φj ◦Ψj et l’identite´. 
Revenons a` la de´monstration de la proposition 3.5.
Montrons tout d’abord que RΣ ◦QΣ est e´quivalent a` l’identite´. Soit
C = ({Ck}, {Flk}, {θklm}) un objet de SΣ. On a de´fini dans le lemme
3.6 une e´quivalence entre Cj et la restriction de RΣQΣ(C) a` Sj :
Φj : Cj −→ i
−1
j 2 lim←−
a∈I
C(a)
Comme dans le cas des faisceaux il faut maintenant identifier le foncteur
naturel :
i−1j ηk : i
−1
j 2 lim←−C(a) −→ i
−1
j ik∗i
−1
k 2 lim←−C(a)
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avec le foncteur Fkj. C’est a` dire qu’il faut construire les isomorphismes
suivants :
i−1j 2 lim←−C(a)
i−1j ηk //

i−1j ik∗i
−1
k 2 lim←−C(a)

∼
qy lll
lll
l
lll
lll
l
2 lim←− i
−1
j C(a) //
Ψj

2 lim←− i
−1
j ik∗i
−1
k C(a)
i−1j ik∗Ψk

∼
qy lll
lll
l
lll
lll
l
Cj
Fkj
// i−1j ik∗Ck
Le premier est acquis car la restriction et l’image directe commute a`
isomorphisme pre`s aux 2-limites projectives finies.
De´finissons le second. Comme Φj est quasi-inverse de Ψj pour de´finir
l’isomorphisme cherche´ il suffit d’en de´finir un entre les foncteurs :
i−1j ik∗Ψj ◦ i
−1
j ηk ◦ Φj
∼
−→ Fkj
Or on a les isomorphismes suivants :
2 lim←− i
−1
j C(a) //
pik

2 lim←− i
−1
j ik∗i
−1
k C(a)
pik,
 i
−1
j ik∗Ψk
3
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
33
3
∼
t| ppp
ppp
pp
ppp
ppp
pp
∼

∼

i−1j C(k)
i−1j ηk
// i−1j ik∗i
−1
k C(k)
i−1j ik∗εk
$$H
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
∼

Cj
Φj
EE
Fkj
//
Fkj
::vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
i−1j ik∗Ck
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Les deux isomorphismes des triangles sont donne´s par la de´finition de
Φj et Ψk et enfin l’isomorphisme du bas est la compose´e de l’isomor-
phisme naturel d’adjonction :
i−1j ηk ◦ i
−1
j ik∗εk ≃ Id
et de l’identite´ du foncteur Fkj. En composant correctement ces iso-
morphismes on obtient l’isomorphisme cherche´.
Montrons maintenant que QΣRΣ est e´quivalent a` l’identite´. Soit G
un champ sur X . Rappelons que d’apre`s la de´finition de RΣ on a :
RΣ(G) = ({i
−1
k G}, {i
−1
k ηl}, {λklm})
ou` ηl est le foncteur naturel :
ηl : G −→ il∗i
−1
l G
et λklm est l’isomorphisme naturel :
i−1k G
i−1
k
ηm
//
i−1
k
ηm

i−1k il∗i
−1
l G
i−1
k
il∗i
−1
l
ηm

∼
λklmu} ss
ss
ss
s
ss
ss
ss
s
i−1k im∗i
−1
m G
i−1k ηlm
// i−1k il∗i
−1
l im∗i
−1
m G
Conside´rons la famille de foncteurs et d’isomorphismes de foncteurs
constitue´e :
• pour tout objet a ∈ I, d’un foncteur, note´ Ξa, deG dansRΣ(C)(a) :
– pour k ≤ n c’est le fonceur naturel :
ηk : G −→ ik∗i
−1
k G
– pour les couples (k, l) avec k < l ≤ n on se donne la com-
pose´e de foncteurs :
G
ηk−→ ik∗i
−1
k G
ik∗i
−1
k
ηl
−→ ik∗i
−1
k il∗i
−1
l G
– pour les triplets (k, l,m) avec k < l < m ≤ n on se donne
la compose´e :
G
ηk// ik∗i
−1
k G
ik∗i
−1
k
ηl// ik∗i
−1
k il∗i
−1
l G
ik∗i
−1
k
il∗ilηm// ik∗i
−1
k il∗ilim∗i
−1
m G
• pour tout foncteur F : b→ a d’un isomorphisme de foncteur note´
ξF :
– pour les foncteurs (k, l)→ k, (k, l,m)→ (k, l) on se donne
l’identite´,
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– pour le foncteur (k, l) → l on se donne l’isomorphisme na-
turel d’ajonction :
G //

i−1k G

∼
u} ss
ss
ss
s
ss
ss
ss
s
il∗i
−1
l G ηkl
// ik∗i
−1
k il∗i
−1
l G
– et enfin pour le foncteur (k, l,m) → (k,m) on se donne la
compose´e horizontale du morphisme identite´, du foncteur
ηk et de l’isomorphisme λklm.
Ces donne´es ve´rifient imme´diatement les relations de compatibilite´.
Ainsi d’apre`s la proprie´te´ universelle, il existe un foncteur, note´ Ξ :
Ξ : G −→ QΣRΣ(G)
et pour tout objet a ∈ I un unique isomorphisme note´ ξa :
ξa : Ξ ◦ πa
∼
−→ Ξa
Mais notons que, comme la restriction commute aux 2-limites projec-
tives finies, la restriction de Ξ a` Sj est en fait le foncteur Φj du lemme
3.6 construit en utilisant les donne´es de RΣ(G). Ainsi, la retriction de
Ξ a` chaque strate est une e´quivalence. En particulier la fibre en chaque
point de X est une e´quivalence. On conclut alors en utilisant le corol-
laire 1.21.
2. Champs constructibles et strictements constructibles
Dans cette partie on s’inte´resse a` la notion de champ constructible
et strictement constructible.
Dans un premier paragraphe, on rappel les de´finitions et les premie`res
proprie´te´s de ces notions. La notion de champs constructibles a e´te´
introduite par D. Treumann dans [21]. Elle a e´te´ introduite essentiel-
lement parce que le champ des faisceaux pervers est, sur un espace
stratifie´ de Thom-Mather, un champ constructible.
Puis, dans un second temps, on conside`re l’espace topologique Cn
muni de la stratification, dite du croisement normal, associe´e a` l’en-
semble {(z1, . . . , zn) ∈ C
n|z1 · · · zn = 0}. Sur cette espace on peut
donner une description particulie`rement simple de la 2-cate´gorie des
faisceaux strictement constructibles relativement a` cette stratification.
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Cela est dut au fait que les voisinages tubulaires des strates sont des
produits.
Enfin on s’inte´resse au champ PCn des faisceaux pervers sur C
n
muni de cette stratification. Nous montrons tout d’abord que ce champ
est strictement constructible relativement a` la stratification du croi-
sement normal. Puis nous de´montrons l’e´quivalence entre PCn et la
donne´e
2.1. De´finition et premie`res proprie´te´s.
Pour les de´monstrations des propositions et du the´ore`me, le lecteur
pourra se reporter a` [21] et [22].
Contrairement au paragraphe pre´ce´dent Sj de´signe ici une strate de
dimension quelconque, ij de´signe l’injection suivante :
ij : Sj →֒ X
De´finition 3.7. Un champ C sur X est dit constructible (resp. stric-
tement constructible) relativement a` S si pour tout i ∈ I, la restirction
C |Si est un champ localement constant (resp. constant)
Tout comme pour les faisceaux constructibles, on a les propositions
suivantes :
Proposition 3.8. Soit C un champ constructible sur X et V ⊂ U deux
ouverts de X tels que l’injection V →֒ U soit une e´quivalence stratifie´e
d’homotopie. Alors la restriction C(U)→ C(V ) est une e´quivalence de
cate´gories.
Proposition 3.9. Soit C un champ constructible sur X relativement a`
une stratification de Thom-Mather et x un point de X, alors il existe un
ouvert U de X tel que le foncteur naturel suivant soit une e´quivalence :
Γ(U,C)
∼
−→ Cx
Proposition 3.10. Soit X et Y deux espaces topologiques stratifie´s et
f : X → Y une application continue telle que l’image inverse d’une
strate de Y soit une re´union de strates de X, si C est un champ
constructible (resp. strictement constructible) alors f−1(C) est construc-
tible (resp. strictement constructible).
De´monstration. L’image inverse par une application continue
d’un champ localement constant (resp. constant) est localement constant
(resp. constant), donc f−1(C) |f−1(Σi) est localement constant (resp.
constant). 
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Un exemple particulie`rement inte´ressant de champ constructible ou
strictement constructible est le champ des faisceaux pervers relative-
ment a` une stratification fixe´e. Il justifie d’ailleurs a` lui seul l’introduc-
tion de cette de´finition.
Dans le cas ge´ne´ral d’un espace topologique stratifie´ on ne peut rien
dire. Mais dans le cas d’un espace de Thom-Mather on a le the´ore`me
suivant :
Proposition 3.11. Soit X un espace de Thom-Mather, on note Σ la
stratification de X, et PΣ le champ des faisceau pervers sur X. Le
champ PΣ est constructible.
De´monstration. Voir [21]. 
Et, dans le cas ou` la projection des voisinages tubulaires sur les
strates est une fibration trivial, PΣ est un champ stritement construc-
tible. Nous ne de´montrons cela que dans le cas qui nous inte´resse ( Cn
stratifie´ par le croisement normal) mais la de´monstration est sensible-
ment la meˆme.
Remarque.
Si C est un champ strictement constructible relativement une strati-
fication Σ, on s’attend a` ce qu’on puisse en donner, via le the´ore`me
3.8, une description simple. En effet la restriction a` chaque strate e´tant
constante, la donne´e d’une cate´gorie suffit a` la de´crire. Mais notons
que, meˆme si CL est un champ constant, le champ i
−1
K iL∗CL n’est, a
priori, pas un champ constant, il est seulement localement constant.
Ainsi la donne´e des foncteurs de champs :
i−1k C −→ i
−1
k il∗i
−1
l C
ne se re´duit pas a` la donne´e d’un foncteur.
Nous allons voir, dans la partie suivante, que dans certains cas cette
description peut eˆtre encore simplifie´e.
2.2. Champs strictement constructibles sur Cn stratifie´ par
le croisement normal.
Conside´rons maintenant Cn muni de la stratification du croisement
normal de´fini par l’ensemble {(z1, · · · , zn) ∈ C
n|z1 · · · zn = 0}. Les
strates sont indexe´es par les parties de {1, · · · , n}. Ainsi on note SK ,
pour K partie de {1, · · · , n}, la strate :
SK =
n∏
i=1
Mi
{
Mi = {0} si i ∈ K
Mi = C
∗ si i /∈ K
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Dans ce paragraphe on reprend le the´ore`me 3.8 dans le cas des champs
strictement constructibles relativement a` cette stratification. Le fait
que les voisinages tubulaires de cette stratification soient des produits
nous permet de simplifier notablement l’e´noncer de ce the´ore`me. En ef-
fet, on montre que la 2-cate´gorie des champs strictement constructibles
relativement a` cette stratification est 2-e´quivalente a` une 2-cate´gorie,
SsΣ, dont les objets sont donne´s par des cate´gories, des foncteurs et des
isomorphismes de foncteurs.
Conside´rons les notations suivantes :
Soit iK l’injection de SK dans C
n :
iK : SK →֒ C
n
Pour tout K ⊂ {1, · · · , n}, on note pK le point suivant :
pK = (δ1, · · · , δn)
{
δi = 0 i ∈ K
δi = 1 i /∈ K
et tout p /∈ K, on note γKp le chemin de SK de´fini par :
γKp(t) = (x1(t), · · · , xn(t)) avec


xi(t) = 0 si i ∈ K
xi(t) = e
2ipit i = p
xi(t) = 1 sinon
La famille
{
γKp
}
forme une famille ge´ne´ratrice du groupe fondamental
de la strate SK .
Avant de de´finir la 2-cate´gorieSsΣ et de de´montrer qu’elle est 2-e´quivalente
a` la 2-cate´gorie des champs strictement constructibles. Nous allons
e´noncer quelque lemmes que nous utilisons ulte´rieurement. Soit p la
projection :
p : C∗n−k × C∗k−l × {0}l −→ C∗n−k × {0}k−l × {0}l
et CC le champ constant de fibre C sur C
∗n−k × C∗k−l × {0}l, on note
G le champ sur C∗n−k × {0}k−l × {0}l de´fini par :
G = p∗CC
Lemme 3.12. Le champ G est e´quivalent au champ constant sur C∗n−k×
{0}k−l × {0}l de fibre Rep(π1((C
∗)k−l), C).
De´monstration. Notons que, pour U un ouvert de
C∗n−k × {0}k−l × {0}l, les sections de G(U) sont donne´es par :
G(U) = CC(p
−1(U))
= Rep(π1(p
−1(U)), C)
≃ Rep(π1(U)× π1(C
∗k−l), C)
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En effet p−1(U) est isomorphe au produit U × C∗k−l.
Soit C˜ le pre´-champ constant sur C∗n−k × {0}k−l × {0}l de fibre
Rep(π1((C
∗)k−l, C). Conside´rons le foncteur de champs, de source C˜ et
de but G, de´fini par la donne´e pour tout ouvert U de
C∗n−k × {0}k−l × {0}l du foncteur :
C˜(U) = Rep(π1((C
∗)k−l, C) −→ G(U) = Rep(π1(U)× π1(C
∗k−l), C)
F :
y 7→ F (y)
γ 7→ F (γ)
7−→ F ′ :
(x, y) 7→ F (y)
(γ1, γ2) 7→ F (γ2)
Montrons que ce foncteur est une e´quivalence sur les fibres. Soit x =
(x1, . . . , xn−k, 0, . . . , 0) ∈ C
∗n−k×{0}k, les produits polydisques ouverts
centre´s en xi et de {0}
k forment une base de voisinage de x, or pour
des rayons assez petits et comme les boules sont contractiles, le fonc-
teur associe´ est isomorphe a` l’identite´. Ainsi la limite est constante et
isomorphe a` l’identite´. 
Lemme 3.13. Soit SK et SL deux strates telles que SK ⊂ SL (c’est
a` dire telles que K ⊃ L), on note k et l les cardinaux de respective-
ment K et L. Soit CL un champ constant sur SL de fibre C, alors le
champ i−1K iL∗CL est constant de fibre e´quivalente a` Rep(π1((C
∗)k−l), C).
De´monstration. On peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que :
SK = (C
∗)n−k × {0}k et SL = (C
∗)n−l × {0}l
D’apre`s le lemme pre´ce´dent il suffit de montrer que i−1K iL∗CL est e´quivalent
au champG. On de´finit pour cela une e´quivalence du pre´champ ˜i−1K iL∗CL
dans le champ G.
Conside´rons les notations :
si ε = (ε1, . . . , εn) est un n-uplet, on note ε¯ = (ε1, . . . , εn−k),
ε˜ = (εn−k+1, . . . , εn−l) et εˇ = (εn−l+1, . . . , εn). De meˆme la notation
B ε˜x˜ de´signe le polydisque ouvert centre´s en x˜ et de rayon ε˜.
Soit W un ouvert de SK , W , est de la forme :
W = U × {0}k
ou` U est un ouvert de C∗n−k. On a alors l’e´quivalence :
˜i−1K iL∗CL(W ) ≃ 2 lim−→
V⊃W
Γ(V, iL∗CL)
Comme les boules centre´es en ze´ro forment une base des ouverts conte-
nant ze´ro, on a l’e´quivalence :
2 lim−→
V⊃W
Γ(V, iL∗CL) ≃ 2 lim−→
(ε˜,εˇ)
Γ(U × B ε˜0 ×B
εˇ
0, iL∗CL)
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On a, par de´finition du foncteur iL∗ l’e´quivalence :
2 lim
−→
(ε˜,εˇ)
Γ(U × B ε˜0 × B
εˇ
0, iL∗CL) ≃ 2 lim−→
ε
Γ(U × B ε˜∗0 × {0}
l,CL)
Or, pour tout ε˜,B ε˜0 est homotopiquement e´quivalent, par une e´quivalence
stratifie´e, a` C∗k−l. Ces e´quivalences commutant, la 2-limite est constante
et e´quivalente a` Γ(U × C∗k−l × {0}l). Ainsi on a bien :
˜i−1K iL∗CL(W ) ≃ p∗CC(W )
De plus, si W ′ = U ′ × {0}k ⊂W = U × {0}k sont deux ouverts de SK
la restriction e´tant donne´e par la restriction de U a` U ′, le diagramme
suivant commute :
˜i−1K iL∗CL(W )
∼ //
ρW ′W

p∗CC(W )
ρW ′W

˜i−1K iL∗CL(W
′)
∼ // p∗CC(W
′)
Ainsi, la donne´e, pour tout ouvert W de SK , de l’isomorphisme de´fini
plus haut et, pour tout couple d’ouverts W ′ ⊂ W , de l’identite´, de´finit
une e´quivalence de pre´champ entre ˜i−1K iL∗CL et p∗CC. Ceci de´montre en
particulier que le pre´champ ˜i−1K iL∗CL est en fait le champ i
−1
K iL∗CL et
qu’il est bien e´quivalent au champ constant de fibre
Rep(π1(C
∗k−l), C). 
Remarque 3.14. Notons que si J est une partie de {1, · · · , n} telle
que J ⊃ K ⊃ L et j = |J | alors le champ i−1J iK∗i
−1
K iL∗CL est en-
core un champ constant. On le voit en appliquant deux fois le lemme
pre´ce´dent. On obtient de plus que la fibre de ce champ est e´quivalente
a` Rep((C∗)j−k, Rep(π1(C
∗k−l), C)).
On note η le foncteur de source Rep((C∗)j−l, C) et de but
Rep((C∗)j−k, Rep(π1(C
∗k−l), C)) qui a un foncteur :
(x1, . . . , xj−l) 7→ F (x1, . . . , xj−l)
(γ1, . . . , γj−l) 7→ F (γ1, . . . , γj−l)
associe le foncteur F ′ de source Π1(C
∗j−k) et de but Rep(π1(C
∗k−l), C)
qui a` un point (x1, . . . , xj−k) de C
∗j−k associe le foncteur :
(xj−k+1, . . . xj−l) 7→ F (x1, . . . , xj−l)
(γj−k+1, . . . , γj−l) 7→ F (Idx1, . . . , Idxj−k , γj−k+1, . . . , γj−l)
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Lemme 3.15. Le diagramme suivant commute a` isomorphisme constant
pre`s :
i−1J iL∗CL
i−1J ηKL // i−1J iK∗i
−1
K iL∗CL
Rep((C∗)j−l, C) η
// Rep((C∗)j−k, Rep(π1(C
∗k−l), C))
De´monstration. Pour de´montrer ce lemme, on reprend la de´monstration
du lemme pre´ce´dent en construisant e´tape par e´tape un isomorphisme
de foncteur. Une de´monstration similaire est explicite´ dans la de´monstration
de la proposition 3.24. 
On a la proposition suivante :
Proposition 3.16. La 2-cate´gorie des champs strictement construc-
tibles sur Cn stratifie´ par le croisement normal est 2-e´quivalente a` la
2-cate´gorie Ss dont
• les objets sont donne´ par :
- pour tout K ⊂ {1, · · · , n}, une cate´gorie CK,
- pour tout couple (K,L) de parties de {1, . . . , n} tel que
L ⊂ K, un foncteur Flk : CK → Rep(π1((C
∗)k−l), CL),
- pour tout triplet (K,L,M) de parties de {1, . . . , n} ve´rifiant
M ⊂ L ⊂ K un isomorphisme de foncteurs λKLM :
CK
FLK //
FMK

Rep(π1((C
∗)k−l), CL)
Rep(pi1(C∗k−l),FML)

∼
ow ggggg
ggggg
ggg
ggggg
ggggg
ggg
Rep(π1((C
∗)m−k), CM)
i−1
k
ηlm
// Rep(π1((C
∗)k−l), Rep(π1((C
∗)l−m), CM))
tels que, pour tout k > l > m > p les deux morphismes que l’on
peut de´finir entre les foncteurs :
Rep(π1(C
∗l−k), Rep(π1(C
∗m−p), Fpm)) ◦Rep(π1(C
∗l−k), Fml) ◦ Flk
et
Rep(π1(C
∗k−m), Fpk)
soient e´gaux.
• pour deux objets ({CK}, {FLK}, {λKLM}) et ({C
′
K}, {F
′
LK}, {λ
′
KLM})
un foncteur est donne´ par :
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- pour toute strate SK, un foncteur FK : CK → C
′
K
- pour tout couple de strates (SK , SL) tel que SL ⊃ SK , un
isomorphisme de foncteur fKL :
fKL : F
′
LK ◦ FK
∼
−→ Rep(π1((C
∗)k−l), FL) ◦ FLK
tels que les deux morphismes que l’on peut de´finir entre les
foncteurs :
Rep(π1(C
∗k−l), F ′ml) ◦ Flk ◦Gk
et
Rep(π1(C
∗k−m), Gm) ◦ Fmk
soit e´gaux.
• Les morphismes entre deux tels foncteurs sont les donne´es pour
chaque SK d’un morphisme de foncteurs Φk : Gk → G
′
k tels que
le diagramme suivant commute :
F ′kl ◦Gk
Id•Φk

gkl// Rep(π1(C
∗k−l), Gl) ◦ Flk
Rep(pi1(C∗k−l),Φk)•Id

F ′kl ◦G
′
k g′kl
// Rep(π1(C
∗k−l), G′l) ◦ Flk
De´monstration. Comme d’apre`s les lemmes pre´ce´dents les champs,
les foncteurs de champs et les isomorphismes de foncteurs sont constants,
il suffit de se donner leurs fibres en pK . On peut meˆme de´finir une 2-
e´quivalence de champ :
RsΣ : SCn −→ S
s
C 7−→ ({CpK}k≤n, {(ηKL)pK}, {λMLK)pK})
G : C→ C′ 7−→ ({GpK}, {gLK})
φ : G→ G′ 7−→ ({(φ)pK})
Le 2-foncteur QsΣ est la compose´e du foncteur QΣ et du foncteur qui a`
un objet (CK , FLK , λKLM) de S
s
Σ associe l’objet (CK ,F LK ,λKLM) de
SΣ forme´ des champs constants sur SK de fibre CK , les foncteurs de
fibre FLK ainsi que les isomorphismes constants de fibre λKLM .

2.3. Le champs des faisceaux pervers sur Cn.
Dans ce paragraphe on va montrer que le champ, PCn , des faiscceaux
pervers sur Cn relativement au croisemet normal est strictement construc-
tible. Ensuite on explicite son image dans la cate´gorieSs. En particulier
on montre que la fibre en pK de PCn est la cate´gorie PervCK et que les
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fibres de i−1K iL∗i
−1
L PCn est e´quivalent a` PervC∗K\LCL , ou` C
∗K\LCL est
l’ensemble :
De´finition 3.17. On note C∗K\LCL l’ensemble :
Πni=1Mi


Mi = C
∗ si i ∈ K\L
Mi = C si i ∈ L
Mi = {1} sinon
De manie`re ge´ne´ral on note ZKULF l’ensemble :
Πni=1Mi


Mi = Z si i ∈ K
Mi = U si i ∈ L
Mi = F sinon
Rappelons que dans notre cas, les voisinages tubulaires des strates
sont des fibrations triviales. Pour commencer on e´tudie donc le com-
portement du champ des faisceaux pervers par rapport aux projections
X × Y → X . On a le lemme suivant :
Lemme 3.18. Soit X un espace me´trique muni d’une stratification
Σ = ∪i∈IΣi de Whitney, B un espace me´trique contractile et F un
faisceau sur X ×B a` cohomologie constructible relativement a` la stra-
tification Σ′ = ∪i∈IΣi×B. Conside´rons p la premie`re projection. Alors
les morphismes naturels :
p−1 ◦Rp∗(F)→ F
F → Rp∗ ◦ p
−1F
sont des isomorphismes.
De´monstration. De´montrons que ces morphismes sont des iso-
morphismes sur les fibres.
Commenc¸ons par le morphisme F → Rp∗ ◦ p
−1F . Soit x ∈ X , on a :
(Rp∗p
−1F)x ≃ lim−→U∋xRΓ(U,Rp∗p
−1F)
≃ lim−→U∋xRΓ(U × B, p
−1F)
Mais d’apre`s la formule de Ku¨nneth, on a :
RΓ(U × B, p−1F) ≃ RΓ(U,F)⊗ RΓ(B,CC)
ou` CC est le faisceau constant sur B de fibre C. Mais RΓ(B,C) = C,
on a bien l’e´quivalence cherche´e.
Soit maintenant G un faisceau a` cohomologie constructible sur X ×B
et soit (x, xy) un point de X × B, on a l’isomorphisme suivant :
(p−1 ◦Rp∗(G))(x,y) ≃ lim−→U×B′∋(x,y)RΓ(U ×B
′, p−1 ◦Rp∗(G))
≃ lim
−→U∋x
RΓ(U × B,G)
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Mais comme pour toute boule B′ incluse dans B, l’injection de U ×B′
dans U×B est une e´quivalence d’homotopie stratifie´e, on a l’e´quivalence :
lim
−→U∋x
RΓ(U × B,G) ≃ lim
−→U×B′∋(x,y)
RΓ(U × B′,G)
≃ (G)(x,y)

On en de´duit la proposition suivante :
Proposition 3.19. Soient X, Y deux espaces topologiques me´triques,
notons p la projection p : X × Y → X, fixons une stratification
Σ =
⋃
i∈I Σi de X et conside´rons PX le champ des faisceaux per-
vers sur respectivement X relativement a` la stratification Σ et PX×Y le
champ des faisceaux pervers sur X × Y relativement a` la stratification
Σ =
⋃
i∈I Σi × Y alors
p−1(PX) ≃ PX×Y
De´monstration. On note p˜−1PX le pre´champ de´fini par la donne´e
pour tout U × V ouverts de X × Y de la cate´gorie PX(U). Soit F˜ le
foncteur de pre´champs F˜ : p˜−1PX → PX×Y de´fini pour U × V un
ouvert de X × Y par le foncteur :
FU×V : PervU −→ PervU×V
F 7−→ p−1F
ou` l’on a abusivement note´ p la restriction de p a` U×V . L’isomorphisme
de restriction est l’isomorphisme naturel.
Soit (x, y) un point de X × Y . La fibre en (x, y) du foncteur F˜ est la
limite inductive sur les ouverts de la forme B ×B′ ou` B (resp. B′) est
une boule centre´e en x (resp. y). Or d’apre`s le lemme pre´cdent F˜B×B′
est une e´quivalence pour tout B × B′, donc F˜(x,y) est une e´quivalence
de cate´gories. Ainsi, d’apre`s le corollaire 1.21 le champ p−1PX associe´
au pre´champ p˜−1PX est e´quivalent au champ PX×Y . 
On a alors le the´ore`me suivante :
The´ore`me 3.20. Le champ, PCn, des faisceaux pervers sur C
n rela-
tivement au croisement normal est un champ strictement constructible
relativement a` cette stratification.
De´monstration. De´montrons par re´currence. Pour n = 1 c’est
e´vident puisque P |C∗ est le champ des faisceaux localement constants
et que bien suˆr (P1)0 est un champ constant.
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Supposons que Pn−1 soit strictement constructible.
Comme ci-dessus on sait que (Pn)0 est un champ constant. Soit Σi une
strate de dimension strictement positive, il existe alors m ∈ N tel que
0 ≤ m ≤ n, Σi ⊂ C
m × C∗ × Cn−m−1. On a ainsi :
Pn |Σi≃ (Pn |Cm×C∗×Cn−m−1) |Σi
Or d’apre`s la proposition 3.19 on sait quePn |Cm×C∗×Cn−m−1 est e´quivalent
au champ p−1m (Pn−1), ou` pm est la projection :
pm : C
m × C∗ × Cn−m−1 → Cn−1
Ainsi Pn |Cm×C∗×Cn−m−1 est un champ strictement contructible relati-
vement a` la stratification p−1m (Σ) et Σi est bien une strate de p
−1
m (Σ)
donc Pn |Σi est constant. 
On peut maintenant e´tudier l’image de PCn par R
s
Σ. Cette e´tude
nous permettra par la suite de de´montrer l’e´quivalence entre le champ
PCn et un champ que l’on de´finira. Nous de´finissons un objet de S
s
dont nous de´montrons qu’il est e´quivalent a` RsΣ(PCn). On a besoin
pour cela de la proposition et des lemmes suivants :
Proposition 3.21. La cate´gorie PervC∗K\LCL est e´quivalente a` la cate´gorie
Rep(π1(C
∗k−l),PervCL).
De´monstration. Notons CL l’ensemble CL{1}.
Comme l’injection de CL dans Cn est non caracte´ristique, la restric-
tion a` CL, d’un faisceau pervers sur Cn est un faisceau pervers sur CL
stratifie´ par le croisement normal. On a ainsi l’e´quivalence :
PCn |CL ≃ PCL
On peut ainsi se placer sur CL et non Cn.
Notons que l’on a l’e´quivalence :
Γ(C∗K\L,PCL) ≃ Γ(C
∗K\L{0}L,PCL
et comme la restriction a` C∗K\L{0}L du champ PCL est constante, on
a bien l’e´quivalence cherche´e.
De´finissons une e´quivalence entre ces deux cate´gories. La de´finition de
cette e´quivalence s’inspire du cas des faisceaux localement constants.
Pour cela on se fixe (1, . . . , 1) comme point base de (C∗)k−l et la famille
{γi}i≤k−l comme syste`me de ge´ne´rateurs de π1(C
∗k−l), ou` les γi sont
les lacets :
γi : [0, 1] −→ (C
∗)k−l
t 7−→ (1, . . . 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, e2ipit, 1, . . . , 1)
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On de´finit d’abord un foncteur de la cate´gorie PervC∗K\LCL dans la
cate´gorie PervCL .
PervC∗K\L×CL −→ PervCL
F 7−→ F |CL
Conside´rons maintenant l’application compose´e note´e γ¯i :
γ¯i : [0, 1]× C
l (γi,Id)−→ (C∗)k−l × Cl
∼
−→ C∗K\LCL.
Notons que la restriction de γ¯i au ferme´ [0, 1]×{0} est un chemin γLp,
pour p ∈ K\L, de´fini plus haut.
On a le lemme suivant :
Lemme 3.22. Soit F un faisceau pervers de´fini sur C∗K\L × CL rela-
tivement a` la stratification du croisement normal, alors γ¯i
−1(F) est un
faisceau pervers sur [0, 1] × Cl relativement a` la stratification produit
du croisement normal avec [0, 1].
Ainsi, si F est un faisceau pervers sur C∗k−l×Cl, comme le faisceau
est contant le long de [0, 1] on a l’automorphisme, note´ γ˜i(F) suivant :
γ˜i : F |{1}k−l×Cl≃ (γ¯i
−1F) |{0}×Cl≃ (γ¯i
−1F) |{1}×Cl≃ F |{1}k−l×Cl
On note alors µKL le foncteur de la cate´gorie PervC∗k−l×Cl dans la
cate´gorie Rep(π1(C
∗k−l),PervCL) de´fini par :
µKL : PervC∗K\LCL −→ Rep(π1(C
∗k−l),PervCL)
F 7−→ (F |CL, {γ˜i}i≤k−l)
C’est une e´quivalence de cate´gorie.

On a alors la proposition suivante :
Proposition 3.23. L’image par RsΣ du champ PCn est e´quivalente a`
la donne´e :
P =
{
{PervCK}K⊂I, {µKL ◦ ρCK ,C∗K\L×CL}{fKLM}
}
De´monstration. De´finissons une e´quivalence dans Ss entre
RsΣ(P
n
C
) et P. Vu la de´finition de P, il suffit de de´finir pour tout
K ⊂ {1, . . . , n} une e´quivalence de cate´gorie :
ΞK : (PCn)pK
∼
−→ PervCK
et pour tout couple K ⊂ L de parties de {1, . . . , n} une e´quivalence
ΞKL :
ΞKL : (iL∗i
−1
L PCn)pK −→ PervCK\LCL
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et un isomorphisme de foncteurs ξKL :
(PCn)pK
(ηK)pK //
ΞK

(i−1K iL∗i
−1
l PCn)pK
ΞKL

∼
ξKL
rz mmmm
mmm
mmm
mmm
m
PervCK ρ
CK,C∗K\LCL
// PervC∗K\LCL
Nous n’allons de´finir ces e´quivalences et isomorphismes de foncteurs
que pour les strates SK et SL suivantes :
SK = (C
∗)n−k × {0}k et SL = (C
∗)n−l × {0}l.
La ge´ne´ralisation a` des strates quelconques n’est pas difficile mais
ne´cessite de lourdes notations.
Commenc¸ons par de´finir l’e´quivalence ΞK .
Rappelons les notations donne´es pre´ce´demment, si ε = (ε1, . . . , εn)
est un n-uplet, on note ε¯ = (ε1, . . . , εn−k), ε˜ = (εn−k+1, . . . , εn−l) et
εˇ = (εn−l+1, . . . , εn). De meˆme la notation B
ε˜
x˜ de´signe le produit des
boules centre´es en xi et de rayon εi. On a alors l’e´quivalence suivante :
(PCn)pK ≃ 2 lim−→
ε
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜
0˜
× B εˇ0ˇ,PCn)
Mais comme, pour εi assez petit, chaque boule B
εi
1 est incluse dans
C∗ et comme l’injection des boules centre´es en ze´ro dans C est une
e´quivalence d’homothopie stratifie´e la 2-limite est constante et on a
pour ε¯ fixe´ :
2 lim
−→
ε
Γ(B ε¯1¯ ×B
ε˜
0˜
× B εˇ0ˇ,PCn) ≃ Γ(B
ε¯
1¯ × C
k,PCn)
Et d’apre`s le lemme 3.18 on a l’e´quivalence :
Γ(B ε¯1¯ × C
k,PCn) ≃ PervCk
On de´finit l’e´quivalence ΞK comme la compose´e de ces trois e´quivalences.
Conside´rons maintenant la fibre en pk du champ i
−1
K iL∗i
−1
L PCn . Comme
ci-dessus on a l’e´quivalence :
(i−1K iL∗i
−1
L PCn)pK ≃ 2 lim−→
ε
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜
0˜ ×B
εˇ
0ˇ, iL∗i
−1
L PCn)
et d’apre`s la de´finition du foncteur iL∗ on a l’e´galite´ :
2 lim−→
ε
Γ(B ε¯1¯ ×B
ε˜
0˜ × B
εˇ
0ˇ, iL∗i
−1
L PCn) = 2 lim−→
ε
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜ × {0}
l, i−1L PCn)
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ou` B ε˜∗
0˜
= B ε˜
0˜
∩C∗k−l. Comme ci-dessus cette 2-limite est constante car
l’injection des boules centre´es en ze´ro est une e´quivalence homotoique
stratifie´e, on a donc pour ε¯ fixe´ :
2 lim
−→
ε
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜
× {0}l, i−1L PCn) ≃ Γ(B
ε¯
1¯ × C
∗k−l × {0}l, i−1L PCn)
Par de´finition de Γ(W,C), on a :
Γ(B ε¯1¯ × C
∗k−l × {0}l, i−1L PCn) ≃ Γ(B
ε¯
1¯ × C
∗k−l × {0}l,PCn)
Mais, comme B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜
× {0}l est ferme´ dans l’ouvert paracompact
B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜
× Cl et d’apre`s la proposition 1.27 le foncteur canonique
suivant est une e´quivalence :
2 lim
−→ˇ
ε
Γ(B ε¯1¯ × C
∗k−l × B εˇ0ˇ,PCn)
∼
−→ Γ(B ε¯1¯ × C
∗k−l × {0}l,PCn)
Cette 2-limite est constante et le foncteur canonique est une e´quivalence :
Γ(B ε¯1¯ × C
∗k−l × Cl,PCn)
∼
−→ 2 lim−→
εˇ
Γ(B ε¯1¯ × C
∗k−l ×B εˇ0ˇ,PCn)
Mais d’apre`s le lemme 3.18 on a :
Γ(B ε¯1¯ × C
∗k−l × Cl,PCn) ≃ PervCk−l×Cl
Ainsi on a l’e´quivalence, note´e ΞKL :
ΞKL : (i
−1
K iL∗i
−1
L PCn)pK ≃ PervC∗k−l×Cl
Pour finir la de´monstration du lemme il reste a` de´finir l’isomorphisme :
(PCn)pK
(ηKL)pK //
ΞK

(i−1K iL∗i
−1
l PCn)pK
ΞKL

∼
ξKL
rz mmmm
mmm
mmm
mmm
m
PervCk // PervC∗k−l×Cl
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ou` le foncteur du bas est la restriction usuelle. Conside´rons l’isomor-
phisme suivant, il provient de la 2-fonctorialite´ des 2-limites projec-
tives :
(PCn)pK
(ηKL)pK //

(i−1K iL∗i
−1
l PCn)pK

∼
ow ggggg
ggggg
ggg
ggggg
ggggg
ggg
2 lim−→
(ε¯,ε˜,ε¯)
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜
0˜ × B
εˇ
0ˇ,PCn)
2 lim−→
(ε¯,ε˜,ε¯)
ηKL
// 2 lim−→
(ε¯,ε˜,ε¯)
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜
× {0}l,PCn)
)
Mais par de´finition du foncteur naturel d’adjonction on a l’isomor-
phisme :
Γ(B ε¯1¯ ×B
ε˜
0˜
× B εˇ
0ˇ
,PCn)
ηKL // Γ(B ε¯1¯ ×B
ε˜∗
0˜
× {0}l,PCn)
∼
/7ggggggggggggg
ggggggggggggg
Γ(B ε¯1¯ ×B
ε˜
0˜
× B εˇ
0ˇ
,PCn)
Id
OO
// Γ(B ε¯1¯ ×B
ε˜∗
0˜
×B εˇ
0ˇ
,PCn)
OO
ou` le foncteur du bas est le foncteur de restriction. Par la suite nous
conside´rerons la 2-limite de cet isomorphisme. On a de plus le mor-
phisme suivant :
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜
0˜
× B εˇ
0ˇ
,PCn)
ρ //

Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜
× B εˇ
0ˇ
,PCn)

∼
ow ggggg
ggggg
ggg
ggggg
ggggg
ggg
PervCk ρ
// PervC∗k−l×Cl
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Ce qui de´finit par proprie´te´ universelle de la 2-limite inductive, un
isomorphisme de foncteur :
2 lim
−→
(ε¯,ε˜,ε¯)
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜
0˜
× B εˇ0ˇ,PCn) //

2 lim
−→
(ε¯,ε˜,ε¯)
Γ(B ε¯1¯ × B
ε˜∗
0˜
× B εˇ0ˇ,PCn)

∼
ow ggggg
ggggg
ggg
ggggg
ggggg
ggg
PervCk // PervC∗k−l×Cl
En composant les isomorphismes pre´ce´dents correctement, on obtient
l’isomorphisme ξKL cherche´. 
CHAPITRE 4
Cate´gorie et champ des faisceaux pervers sur Cn
Dans ce paragraphe on conside`re la cate´gorie et le champ des fais-
ceaux pervers sur Cn stratifie´ par le croisement normal.
Dans un premier temps nous rappelons le re´sultat de M. Gran-
ger, A. Galligo et Ph. Maisonobe qui de´montrent l’e´quivalence entre la
cate´gorie des faisceaux pervers sur Cn stratifie´ par le croisement nor-
mal et une sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des repre´sentation du
carquois Qn. Puis nous transformons cette e´quivalence de cate´gories
en e´quivalence de champs : nous de´finissons un champ de carquois
e´quivalent au champ des faisceaux pervers. La de´finition de ce champ
utilise la description d’un champ sur un espace stratifie´ et plus parti-
culie`rement sur des proprie´te´s donne´es par la stratification du croise-
ment normal.
Rappelons et donnons quelques notations dont nous nous servons
dans ce chapitre.
Les strates de Cn sont inde´xe´es par les parties de {1, · · · , n}. Ainsi on
note SK , pour K partie de {1, · · · , n}, la strate :
SK =
n∏
i=1
Mi
{
Mi = {0} si i ∈ K
Mi = C
∗ si i /∈ K
Soit iK l’injection de SK dans C
n :
iK : SK →֒ C
n
Pour tout K ⊂ {1, · · · , n} on note pK le point suivant :
pK = (δ1, · · · , δn)
{
δi = 0 i ∈ K
δi = 1 i /∈ K
et tout p /∈ K, on note γKp le chemin de SK de´fini par :
γKp(t) = (x1(t), · · · , xn(t)) avec


xi(t) = 0 si i ∈ K
xi(t) = e
2ipit i = p
xi(t) = 1 sinon
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La famille
{
γKp
}
forment une famille ge´ne´ratrice du groupe fondamen-
tal de la strate SK .
Dans cette section si K est une partie de {1, · · · , n}, k de´signe son
cardinal.
On conside`re la notation suivante. Si Z, U, F sont des ensembles de
C et J , K, L est une partition de {1, . . . , n} alors on note ZKULFM
l’ensemble :
ZKULF =
∏
i∈{1,...,n}
Mi avec


Mi = Z pour i ∈ J
Mi = U pour i ∈ K
Mi = F pour i ∈ L
On donne des notations particulie`re a` certain de ces ensembles :
C
K =
∏
i∈K
Mi
{
Mi = C i ∈ K
Mi = {1} i /∈ K
Si K est un ensemble de {1, . . . , n} on noteK son comple´mentaire dans
{1, . . . , n} :
K = {1, . . . , n}\K
1. Equivalence de Galligo, Granger, Maisonobe
Conside´rons la cate´gorie R(cn) des repre´sentations du carquois cn.
Un objet de cette cate´gorie est la donne´e, pour toute partie K de
{1, · · · , n}, d’un espace vectoriel EK et, pour tout couple de parties
(K,K ∪ {p}) de deux applications line´aires :
uKp : EK → EK∪p
vKp : EK∪p → EK
De´finition 4.1. Soit Cn la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie R(Qn)
forme´e des objets tels que :
(i) pour tout couple de partie de {1, · · · , n} K, K ∪ {p} on ait :
MKp = vKpuKp + Id soit inversible,
(ii) pour tout quadruplet K, K ∪ {p}, K ∪ {q} et K ∪ {p, q} de
parties de {1, · · · , n}, les applications line´aires uKp, uKq, uKp,q,
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uKq,p et vKp, vKq, vKp,q, vKq,p donne´es par le diagramme :
EK∪p
vKpww
uKpq

EK
uKp
88
uKq

EK∪{p,q}
vKpq
__
vKqpvv
EK∪q
vKq
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ve´rifient les conditions suivantes :
uKpuKpq = uKquKqp, vKpqvKp = vKqpvKq, vKpquKqp = uKpvKq
Dans [7], A. Galligo, M. Granger et Ph. Maisonobe ont de´montre´
le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.2. La cate´gorie PervCn des faisceaux pervers sur C
n stra-
tifie´ par le croisement normal est e´quivalente a` la cate´gorie Cn.
Ils de´montrent ce the´ore`me en de´finissant deux foncteurs αCn et
βCn quasi-inverse l’un de l’autre. On ne donnera ici que la de´finition
du foncteur αCn.
αCn : PervCn −→ Cn
Soit F un faisceau pervers sur Cn, l’image par αCn de F est la donne´e :
• pour toute partieK de {1, · · · , n}, de l’espace vectoriel (RkΓRK−C\R−F)0
ou` k est le cardinal de K,
• pour tout couple K ( K∪{p} de parties de {1, · · · , n}, des fibres
en ze´ro des morphismes naturels :
uKp : (R
kΓRK−C\R−F)0 −→ (R
k+1Γ
R
K∪p
− C\R−
F)0
vKp : (R
k+1Γ
R
K∪p
− C\R−
F)0 −→ (R
k+1Γ
RK−R
∗{p}
− C\R−
F)0
Cette donne´e est bien un objet de Cn. La condition (ii) est obtenue par
fonctorialite´ des triangles conside´re´s.
Pour de´montrer que la condition (i) est ve´rifie´e, A. Galligo, M. Granger
et Ph. Maisonobe de´montrent les lemmes suivants :
Lemme 4.3. Soit F un faisceau pervers sur Cn la restriction du fais-
ceau RkΓRK−C∗F a` C
KC∗ est concentre´ en degre´ k, de plus ce faisceau
est constructible relativement a` la stratification re´elle
⋃
I SI ∩R
K
−C
∗.
Comme SK ⊂ R
K
−C
∗, la restriction a` SK de R
kΓRK−C∗F est un
faisceau localement constant. On note E sa fibre en pK et MKp les mo-
nodromies de´finies avec les chemins γKp.
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Lemme 4.4. Pour tout p /∈ K, on peut identifier la fibre en ze´ro
des faisceaux RkΓRK−C\R−F et R
kΓ
RK−R
∗{p}
− C\R−
F avec la fibre en pK du
faisceau RΓRK−C∗F . De plus cet isomorphisme peut eˆtre choisi de fac¸on
a` ce que le diagramme suivant commute :
(RkΓRK−C∗F)pK
MKp−Id // (RkΓRK−C∗F)pK
(RkΓRK−C\R−F)0
// (Rk+1Γ
RK−R
∗{p}
− C\R−
F)0
ou` le morphisme du bas est le morphisme naturel donne´ par le triangle
distingue´ :
RΓ
RK−R
∗{p}
− C\R−
F −→ RΓRK−C∗{p}C\R−F −→ RΓRK−C\R−F .
De´monstration. On peut supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, que
K = {1, · · · , k} et p = k+1. On note K ′ = {1, · · · , k+1}. On a ainsi :
R
K
−C
∗ = Rk− × C
∗n−k,pK = (0, · · · , 0, 1, · · · , 1)
R
K
−R
∗{p}
− C\R− = R
k
− ×R
∗
− × C\R
n−k+1
−
Notons G la restriction du faisceau RkΓRk−×C∗n−kF a` C
k × C∗n−k.
G = RkΓRk−×C∗n−kF)|Ck×C∗n−k
Soit i l’injection de Ck × C∗n−k dans Cn.
i : Ck × C∗n−k →֒ Cn
De´montrons tout d’abord l’existence d’isomorphisme n1 et n2 tels que
le diagramme suivant commute :
(R0Γ
Rk×C\Rn−k−
F)0
n1 ∼

// (R1Γ
Rk×R∗−×C\R
n−k
−
F)0
∼ n2

(R0ΓRk×C\R−×C∗n−kF)pK′
// (R1ΓRk×R∗−C∗n−kF)pK′
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ou` les morphismes horizontaux sont les morphismes naturels. On a le
diagramme commutatif suivant :
(RkΓ
Rk×C\Rn−k
−
F)0 // (Rk+1Γ
Rk×R∗
−
×C\Rn−k
−
F)0
Γ({0}k+1 × C\Rn−k−1− , R
kΓ
Rk×C\Rn−k
−
F) //
∼
OO
∼

Γ({0}k+1 × C\Rn−k−1− , R
k+1Γ
Rk×R∗
−
×C\Rn−k
−
F)
∼
OO
∼

(RkΓ
Rk×C\Rn−k
−
F)p
K′
// (Rk+1Γ
Rk×R∗
−
×C\Rn−k
−
F)p
K′
Chaque morphisme vertical est un isomorphisme car la restriction des
faisceaux RkΓ
Rk×C\Rn−k−
F etRk+1Γ
Rk×R∗−×C\R
n−k
−
F a` {0}k+1×C\Rn−k−1−
est constante.
Conside´rons alors les morphismes naturels issus des triangles distingue´s :
RkΓRk×C\R−×C∗n−k−1F −→ R
kΓ
Rk×C\Rn−k−
F
Rk+1ΓRk×R∗−×C∗n−kF −→ R
k+1Γ
Rk×R∗−×C\R
n−k
−
F
Leurs fibres en pK ′ est un isomorphisme puisque les comple´mentaires de
respectivement Rk×C\Rn−k− et R
k×R∗−×C\R
n−k
− dans respectivement
Rk × C\R− × C
∗n−k−1 et Rk × C\Rn−k− ne contiennent pas pK ′. Les
isomorphismes n1 et n2 sont les compose´s des ces isomorphismes.
D’apre`s le lemme 4.3 on a les isomorphismes naturels :
RkΓ
Rk−×C\R
n−k
−
F ≃ R0Γ
Ck×C\Rn−k−
Ri∗G
Rk+1Γ
Rk−×R
∗
−×C\R
n−k
−
F ≃ R1Γ
Ck×R∗−C\×R
n−k
−
Ri∗G
On peut alors appliquer le lemme plus ge´ne´ral :
Lemme 4.5. Soit F un faisceau localement constant sur Ck × C∗n−k.
Notons E sa fibre en pK et M sa monodromie de´finie par le lacet γk+1.
Alors on peut identifier les fibres en pK ′ des faisceaux R
0ΓCk×C\R−×C∗Ri∗F
et R1ΓCk×R∗−×C∗Ri∗F a` E de fac¸on a` ce que le diagramme suivant com-
mute :
(R0ΓCk×C\R−×C∗Ri∗F)pK′
//
∼

(R1ΓCk×R∗−×C∗Ri∗F)pK′
∼

E
M−Id
// E

Pour de´montrer que les applications uKp et vKp ve´rifient la condition
(i) de la de´finition 4.1, il suffit alors de rappeler que l’on a le diagramme
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commutatif suivant :
(Rk+1Γ
R
Kp
− C\R−
F)0
vKp // (Rk+1Γ
RK−R
∗{p}
− C\R−
F)0
(RkΓRK−C\R−F)0
55jjjjjjjjjjjjjjj
uKp
OO
2. ”Stackification” sur Cn
Dans cette partie, nous de´finissons un champ Cn sur C
n stratifie´ par
le croisement normal e´quivalent au champ PCn . On utilise pour cela la
proposition 5.4.
De´finition du champ CCn. Nous allons donc de´finir un champ
de cate´gorie de carquois, Cn, sur C
n strictement constructible relative-
ment a` la stratification du croisement normal, on utilise pour cela la
proposition 5.4.
Sur chaque strate SK on se donne la cate´gorie Ck ou` k est le cardinal
de K. Pour tout couple L ⊂ K de parties de {1, · · · , n} il faut donc se
donner un foncteur FLK :
FLK : Ck −→ Rep(π1(C
∗k−l), Cl)
Rappelons que la cate´gorie Rep(π1(C
∗k−l), Cl) est e´quivalente a` la ca-
te´gorie dont les objets sont des objets de Cl munis de k − l automor-
phismes, ainsi un objet de Rep(π1(C
∗k−l), Cl) est la donne´e :
• pour toute partie J de L d’un espace vectoriel note´ EJ
• pour tout couple de parties J ( J∪{p} de L de deux applications
line´aires :
uJp : EJ −→ EJp
vJp : EJp −→ EJ
• et pour toute partie J de L de k − l endomorphismes :
MJi : EJ −→ EJ
qui commutent aux applications uJp et vJp.
De´finition 4.6. Soient K et L deux parties de {1, · · · , n} telles que
K ⊃ L, on note FLK le foncteur de´fini par :
FLK : Ck −→ Rep(π1(C
∗k−l), Cl)
({EJ}J⊂K , {uJp}, {vJp}) 7−→ ({EJ}J⊂L, {uJp}, {vJp}, {MJp}p/∈J)
ou` k = |K| et MJp est l’endomorphisme de EJ :
MJp = vJp ◦ uJp + Id
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Les conditions (ii) de la de´finition 4.1 de la cate´gorie Cn assurent que
MJp commute aux applications uJp et vJp.
Exemple
Pour n = 2, S{1} et S{2} sont les strates S1 = {0}×C
∗ et S2 = C
∗×{0}
et F{12}{1} est le foncteur :
F{12}{1} : C2 −→ Rep(π1(C
∗), Cl)
E1
u{1}2
++



E12



v{1},2
jj
E∅
JJ
**
E2
II
jj
7−→ E1 M{1}2
tt



E∅ M∅2
tt
JJ
Soient maintenant un triplet, J ( K ( L de partie de {1, · · ·n}
conside´rons le diagramme suivant :
Cl
FKL //
FJL

Rep(π1(C
∗k−l), Ck)
Rep(pi1(C∗k−l),FJK)

Rep(π1(C
j−l), Cj) η
// Rep(π1(C
∗k−l), Rep(π1(C
∗j−k), Cj))
D’apre`s la remarque 3.14, la cate´gorie
Rep(π1(C
∗k−l), Rep(π1(C
∗j−k), Cj)) est forme´e d’objets de Cj munis de
l − j automorphismes.
Le morphisme du bas est bien un isomorphisme puisqu’on a bien
C
∗j−l = C∗k−l × C∗j−k.
Pour comprendre le foncteur Rep(π1(C
∗k−l), FJK) explicitons le dans
le cas de la dimension deux, avec J = ∅, K = {1} et L = {1, 2}. On a
alors S∅ = C
∗ ×C∗, S{1} = {0} ×C
∗ et S{1,2} = {0} × {0}. Le foncteur
Rep(π1(C
∗k−l), FJK) est alors le foncteur suivant :
Rep(π1(C
∗), C1) −→ Rep(π1(C
∗), Rep(π1(C
∗), Cl)
E1 M{1}2
tt



E∅ M∅2
tt
JJ
7−→
E∅
M∅1

M∅2
tt
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Il apparaˆıt alors clairement que le diagramme pre´ce´dent commute, c’est
a` dire qu’on a l’e´galite´ :
η ◦ FJL = Rep(π1(C
∗k−l), FJK) ◦ FKL
ainsi la famille ({Ck}, {FLK}, {Id}) est un objet de S
s.
De´finition 4.7. On note Cn le champ image par Q
s de l’objet de Ss
de´fini par la donne´e :
– pour toute strate SK de C
n de la cate´gorie Ck,
– pour tout couple de strates, SK et SL, telles que SK ⊂ SL, du
foncteur FLK ,
– et pour tout triplet de strates SJ , SK, SL tel que J ( K ( L du
morphisme de foncteur Id.
The´ore`me 4.8. Le champ Cn est e´quivalent au champ PCn
De´monstration. Pour de´montrer ce the´ore`me nous allons en fait
de´finir une e´quivalence dansSs
Cn
entre Rs(PCn) et ({CK}, {FLK}, {Id}).
On rappel que :
Rs(PCn) ≃
{
{PervCK}K⊂I , {µKL ◦ ρCK ,C∗K\L×CL}L⊂K{fKLM}
}
.
Ainsi il faut de´finir pour tout K ⊂ {1, . . . , n} une e´quivalence entre
PervCK et Ck. Nous utilisons e´videmment les foncteurs αCK de´finis par
Galligo, Granger Maisonobe. Nous devons aussi de´finir pour tout couple
de strates (SK , SL) tel que SK ⊂ SL, un isomorphisme de foncteur :
PervCK
αK //
µKL◦ρ

CK
FLK

∼
aKL
ow ggggg
ggggg
ggg
ggggg
ggggg
ggg
Rep(π1(C
∗k−l),PervCL)
Rep(pi1(C∗k−l),αL)
// Rep(π1(C
∗k−l), CL)
qui ve´rifient des relations de commutation.
Rappelons les de´finitions des foncteurs αK et µKL.
L’image par αK d’un faisceau pervers F sur C
K est la donne´e :
• pour toute partie J de K, de l’espace vectoriel
(RjΓ(RJC\R−)∩CKF)pK
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• pour tout couple J ( J ∪ {p} de parties de K, des fibres en pK
des morphismes naturels :
uJp : (R
jΓ(RJ−C\R−)∩CKF)pK −→ (R
j+1Γ(RJ∪p− C\R−)∩CK
F)pK
vJp : (R
j+1Γ(RJ∪p− C\R−)∩CK
F)pK −→ (R
j+1Γ
(RJ∪p− R
∗{p}
− C\R−)∩C
KF)pK
Soit maintenant F un faisceau pervers sur CK . l’image par µKL de
F est donne´ par :
µKL : PervCLC∗K\L : −→ Rep(π1(C
∗k−l),PervCL)
F 7−→ (F|CL, {γ˜i})
ou` γ˜i sont les isomorphismes de´finis par :
γ˜iF|CL ≃ γ¯
−1
i (F)|{0}×Cl ≃ γ¯
−1
i (F)|{1}×Cl ≃ F|CL
avec γ¯i l’application :
γ¯i : [0, 1]× C
l (γp,Id)−→ (C∗)k−l × Cl
∼
−→ C∗K\LCL.
et γi le chemin :
γp : [0, 1] −→ C
∗k−l
t 7−→ (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, e2ipit, 1 · · · , 1)
Notons que la restriction de γ¯i a` [0, 1]×{0}
l est γLp pour un p ∈ K\L.
Ainsi pour de´finir les isomorphismes aKL il faut de´finir un isomorphisme
fonctoriel entre les objets :({
(RjΓRJ−C\R−F)0
}
J⊂L
,
{
uJp, vJp
}
J⊂L
p∈L\J
,
{
MJp
}
J⊂L
p∈K\L
)
et({
(RjΓ(RJ−C\R−)∩CLF |CL)pK
}
J⊂L
,
{
u′Jp, v
′
Jp
}
J⊂L
p∈L\J
,
{
M ′Jp
}
J⊂L
p∈K\L
)
ou` uJp et vJp sont respectivement les fibres en 0 des morphismes natu-
rels :
RjΓRJ−C\R−F −→ R
j+1Γ
R
J∪p
− C\R−
F
Rj+1Γ
R
J∪p
− C\R−
F −→ Rj+1Γ
RJ−R
∗{p}
− C\R−
F
et ou` u′Jp et v
′
Jp sont respectivement les fibres en pK des morphismes
naturels :
RjΓ(RJ−C\R−)∩CL(F |CL) −→ R
j+1Γ(RJ∪p− C\R−)∩CL
(F |CL)
Rj+1Γ(RJ∪p− C\R−)∩CL
(F |CL) −→ R
j+1Γ
(RJ−R
∗{p}
− C\R−)∩C
L(F |CL)
et ou`MJp est d’apre`s le lemme 4.4 la monodromie de la restriction a` SJ
du faisceau RjΓRJC∗F , de´finie par le chemin γJp, etM
′
Jp est l’image par
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Rep(π1(C
k−l), αL) de l’isomorphisme γ˜i tel que la restriction a` [0, 1]×
{0} de γ¯i soit e´gale a` γJp. Ainsi M
′
Jp est l’endomorphisme :
M ′Jp = R
jΓ(RJC\R−)∩CL γ˜i
Commenc¸ons par identifier fonctoriellement
{
(RjΓRJ−C\R−F)0
}
J⊂K
et
{
(RjΓRJ−C\R−∩CKF |CK)pK
}
J⊂K
, de cette manie`re on identifiera aussi{
uJp
}
avec
{
u′Jp
}
.
Rappelons que, d’apre`s le lemme 4.4, on a l’isomorphisme naturel :
(RjΓRJ−C\R−F)0 ≃ (R
jΓRJ−C\R−F)pK
L’isomorphisme que l’on cherche est la compose´e de cet isomorphisme
et de l’isomorphisme donne´ par le lemme suivant.
Lemme 4.9. Soit F un faisceau pervers sur Cn relativement au croi-
sement normal. Pour tout couple K ⊂ L de parties de {1, · · · , n} les
complexes suivants sont fonctoriellement isomorphes :
(RΓRK−C\R−F) |CL≃ RΓ(RK−C\R−)∩CL(F |CL)
De´monstration. De´finissons tout d’abord un morphisme naturel
nK de (RΓRK−C\R−F) |CL dans RΓ(RK−C\R−)∩CL(F |CL).
nK : (RΓRK−C\R−F) |CL−→ RΓ(RK−C\R−)∩CL(F |CL)
Notons j l’injection de CL dans Cn :
j : CL →֒ Cn
On a l’e´galite´ :
RΓRK−C\R−F = RHom(CRK−C\R−,F)
ou`C est le faisceau constant sur Cn de fibre C. On a alors le morphisme :
j−1RHomC(CRKC\R−,F) −→ RHomj−1C(j
−1(CRKC\R−), j
−1F)
Mais comme RK−C\R− est localement ferme´, on a l’isomorphisme :
RHomj−1C
(
j−1(CRK−C\R−), j
−1F
)
≃ RHomj−1C
(
(j−1C)(RK−C\R−)∩CL , j
−1F
)
Comme l’image inverse d’un faisceau constant est un faisceau constant
on a bien :
RHomj−1C
(
(j−1C)(RK−C\R−)∩CL , j
−1F
)
= RΓ(RK−C\R−)∩CL(F|CL)
La composition de ces morphismes est le morphisme nK .
Montrons maintenant que nK est un isomorphisme.
Conside´rons pour cela la restriction a` CL du triangle distingue´ suivant :
RΓCn\(C\Rn−)F −→ F −→ RΓC\Rn−F
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Comme Cn\(C\Rn−) est la re´union disjointe :
C
n\(C\Rn−) =
∐
K 6=∅
R
K
−C\R−
le triangle distingue´ devient :⊕
K 6=∅
(RΓRK−C \R−F)|CL −→ F|CL −→ (RΓC\R
n
−
F)|CL
Vu la de´finition des morphismes nK , le triplet
(⊕
K 6=∅
nK , Id, n∅
)
est un
morphisme de triangles :⊕
K 6=∅(RΓRK−C \R−F)|CL
//
L
K 6=∅ nK

F|CL //
Id

(RΓC\Rn−F)|CL
n∅
⊕
K 6=∅(RΓRK−C \R−)∩CL(F|CL)
// F|CL // RΓ(C\Rn−)∩CL(F|CL)
Pour montrer que, pour tout K, le morphisme nK est un isomorphisme
il suffit donc de montrer que le morphisme n∅ est un isomorphisme.
Mais d’apre`s le lemme 4.3 les complexes RΓC\Rn−F et RΓC\Rn−∩CLF
sont concentre´s en degre´ ze´ro. Il suffit donc de de´montrer que h0(n∅)
est un isomorphisme. Notons que :
R0ΓC\Rn−F ≃ i∗i
−1h0(F)
R0ΓC\Rn−∩CL(F|CL) ≃ i
′
∗i
′−1h0(F)
ou` i et i′ sont respectivement les injections de (C\R−)
n dans Cn et
(C\R−)
n ∩CL dans CL. On prend la restriction de h0(F) car (C\R−)
n
est inclus dans S∅.
Supposons maintenant que L = {1, · · · , l}. Soit x = (x1, · · · , xl, 1, · · · , 1)
un point de CL. On a
(Γ(C\R−)nF)x ≃ lim−→
ε
Γ(Bεx, i∗i
−1h0(F))
ou` la limite parcourt les n-uplets re´els positifs, et ou` Bεx est le poly-
disque centre´ en x et de polyrayon ε. D’apre`s la de´finition du foncteur
i on a :
lim
−→ε
Γ(Bεx, i∗i
−1h0(F)) ≃ lim
−→ε
Γ(Bεx ∩ (C\R−)
n, i−1h0(F))
≃ lim−→ε Γ(B
ε˜
x˜ ∩ (C\R−)
l ×B εˆ1, i
−1h0(F))
Ainsi comme h0(F) est localement constant et comme pour ε assez petit
B ε˜x˜ ∩ (C\R−)
l × B εˆ1 est une re´union disjointe d’ouverts contractiles la
limite est constante et isomorphe a` :
Γ
(
B ε˜x˜ ∩ (C\R−)
l × B εˆ1, h
0(F)
)
.
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Calculons maintenant la fibre en x du faisceau R0ΓC\Rn−∩CL(F|CL).
(R0ΓC\Rn−∩CL(F|CL))x ≃ lim−→ Γ(B
ε˜
x˜ × {1}
n−l, i′∗i
′−1h0(F))
≃ lim−→Γ(B
ε˜
x˜ ∩ (C\R
l
−)× {1}
n−l, h0(F))
Comme, pour tout ε, B ε˜x˜∩(C\R
l
−)×{1}
n−l est un ferme´ dans un ouvert
paracompact on a l’isomrphisme :
lim
−→
Γ(B ε˜x˜∩ (C\R
l
−)×{1}
n−l, h0(F)) ≃ lim
−→
Γ(B ε˜x˜∩ (C\R
l
−)×B
εˆ
1, h
0(F))
Et pour les meˆmes raisons que ci-dessus, cette limite est constante et
isomorphe a` :
Γ
(
B ε˜x˜ ∩ (C\R−)
l × B εˆ1, h
0(F)
)
.
Ce qui finit la de´monstration.


CHAPITRE 5
Applications aux arrangements ge´ne´riques de
droites
Dans ce chapitre nous reprenons la construction faite dans le cha-
pitre pre´ce´dent pour l’appliquer au cas de C2 stratifie´ par n droites en
position ge´ne´rique. Cette ge´ne´ralisation est possible car d’une part la
stratification conside´re´e est localement un croisement normal et d’autre
part les voisinages tubulaires des strates sont home´omorphes a` des pro-
duits. Une e´tude des sections globales du champ ainsi construit nous
permet alors de de´montrer l’e´quivalence de la cate´gorie des faisceaux
pervers sur C2 relativement a` cette stratification et d’une cate´gorie de
repre´sentations du carquois associe´ a` cette stratification.
SoitD1, · · · , Dn, n droites en position ge´ne´rique dans C
2. On conside`re
la stratification Σ de C2 associe´e de´finie par :
Σ∅ = C
2\(
⋂n
i=1Di)
Σ{i} = Di\(
⋃
j 6=iDi ∩Dj)
Σ{ij} = Di ∩Dj
Conside´rons cΣ le carquois associe´ a` cette stratification. Pour deux
droites on obtient un croisement normal. Pour trois droites le carquois
cΣ est le suivant :
s1
ss ""

s13
33

s12
bb

s∅
KK
ss ""s3
KK
33
""
s2
KK
bb
sss23
bb 33
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On note I l’ensemble
{
∅,
{
{i}
}
i≤n
,
{
{i, j}
}
i<j≤n
}
. Pour tout K ∈ I,
on note alors iK l’injection de ΣK dans C
2.
iK : ΣK →֒ C
2
Comme pour le croisement normal on a la proposition suivante :
Proposition 5.1. Le champ, PΣ, des faisceaux pervers relativement a`
la stratification Σ est un champ strictement constructible.
De´monstration. La de´monstration s’appuie sur les meˆmes argu-
ments que dans le cas du croisement normal.
La restriction a` Σij du champ PCn est constant puisque les strates Σij
sont des points. La restriction a` Σ∅ est elle aussi constante puisque qu’il
s’agit du champ des faisceaux localement constants sur Σ∅. Conside´rons
maintenant la restriction de PC2 a` Σi. On peut supposer sans perte de
ge´ne´ralite´ que Di = C× {0} et que la strate Σi est le produit :
Σi = C\(∪j 6=ipj)× {0}
ou` (pj , 0) = Σij .
Conside´rons le voisinage Vε de Di de´fini par :
Vε =
{
(z1, z2)
∣∣ ||z2|| < ε}
Lemme 5.2. Pour ε assez petit le voisinage Tε = Vε\(Vε ∩ (∪j 6=iDj)
est home´omorphe, par un home´ophisme stratifie´ note´ h, au produit :
C\(∪j 6=ipj)× C
et la stratification induite est le produit du croisement normal par
C\(∪j 6=ipj).
On a e´videmment l’e´galite´ :
PΣ |Σi= (PΣ |Tε) |Σi .
Or, comme h est un home´omorphisme stratifie´, le champ PΣ |Tε est
e´quivalent au champ h−1(PC\(∪j 6=ipj))
h−1(PC\(∪j 6=ipj)) ≃ PΣ |Tε
ou` PC\(∪j 6=ipj) est le champ des faisceaux pervers sur
C\(∪j 6=ipj)×C stratifie´ par la stratification produit du croisement nor-
mal et de C\(∪j 6=ipj). Mais, d’apre`s le lemme 3.19, PC\(∪j 6=ipj) est lui
meˆme e´quivalent au champ p−1PC, ou` PC est le champ des faisceaux
pervers sur C, stratifie´ par le croisement normal, et p est la projection :
p : C\(∪i 6=jpj)× C −→ C
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On a de´ja` montrer que le champ PC e´tait strictement constructible,
ainsi d’apre`s le lemme 3.10 le champ p−1(PC) est strictement construc-
tible relativement a` la stratification produit. Ce qui de´montre que
PΣ |Σi est bien un champ constant. 
On a aussi :
Lemme 5.3. Soit ΣK et ΣL 2 strates, K et L appartiennent a` I,
telles que SK ⊂ SL (c’est a` dire telles que K ⊃ L), on note k et l les
cardinaux de respectivement K et L. Soit CL un champ constant sur
SL de fibre C, alors le champ i
−1
K iL∗CL est constant de fibre e´quivalente
a` Rep(π1((C
∗)l−k), C). Cette cate´gorie est forme´e d’objets de C munis
de k − l automorphismes.
De´monstration. Localement on est dans le cas du croisement
normal, de plus les voisinnages tubulaires des strates sont home´omorphes
a` des produits de la strate par les boules. On peut ainsi appliquer di-
rectement la de´monstration du croisement normal. 
Comme dans le cas du croisement normal on en de´duit la proposi-
tion suivante :
Proposition 5.4. La 2-cate´gorie des champs strictement construc-
tibles sur C2, stratifie´ par Σ est 2-e´quivalente a` la 2-cate´gorie SsΣ dont
• les objets sont donne´ par :
- pour tout K ⊂ I, une cate´gorie CK,
- pour tout couple (K,L) de parties de I2 tel que L ⊂ K, un
foncteur Flk : CK → Rep(π1((C
∗)k−l), CL),
- pour tout triplet (K,L,M) de parties de I3 ve´rifiant M ⊂
L ⊂ K un isomorphisme de foncteurs λKLM :
CK
FLK //
FMK

Rep(π1((C
∗)k−l), CL)
Rep(pi1(C∗k−l),FML)

∼
ow ggggg
ggggg
ggg
ggggg
ggggg
ggg
Rep(π1((C
∗)m−k), CM)
i−1
k
ηlm
// Rep(π1((C
∗)k−l), Rep(π1((C
∗)l−m), CM))
tels que, pour tout k > l > m > p les deux morphismes que l’on
peut de´finir entre les foncteurs :
Rep(π1(C
∗l−k), Rep(π1(C
∗m−p), Fpm)) ◦Rep(π1(C
∗l−k), Fml) ◦ Flk
et
Rep(π1(C
∗k−m), Fpk)
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soient e´gaux.
• pour deux objets ({CK}, {FLK}, {λKLM}) et ({C
′
K}, {F
′
LK}, {λ
′
KLM})
un foncteur est donne´ par :
- pour toute strate SK, un foncteur FK : CK → C
′
K
- pour tout couple de strates (SK , SL) tel que SL ⊃ SK , un
isomorphisme de foncteur fKL :
fKL : F
′
LK ◦ FK
∼
−→ Rep(π1((C
∗)k−l), FL) ◦ FLK
tels que les deux morphismes que l’on peut de´finir entre les
foncteurs :
Rep(π1(C
∗k−l), F ′ml) ◦ Flk ◦Gk
et
Rep(π1(C
∗k−m), Gm) ◦ Fmk
soit e´gaux.
• Les morphismes entre deux tels foncteurs sont les donne´es pour
chaque SK d’un morphisme de foncteurs Φk : Gk → G
′
k tels que
le diagramme suivant commute :
F ′kl ◦Gk
Id•Φk

gkl// Rep(π1(C
∗k−l), Gl) ◦ Flk
Rep(pi1(C∗k−l),Φk)•Id

F ′kl ◦G
′
k g′kl
// Rep(π1(C
∗k−l), G′l) ◦ Flk
Comme dans le cas du croisement normal, on de´finit un champ
CΣ e´quivalent au champ PΣ. Les donne´es d’un objet de S
s
Σ e´tant des
donne´es locales, et la stratification e´tant localement le croisement nor-
mal, on peut re´utiliser les donne´es de´finies dans le chapitre pre´ce´dent.
On conside`re alors Ck, FLK pour (K,L) ∈ I
2 les cate´gories et foncteurs
de´finis dans le chapitre pre´ce´dent.
De´finition 5.5. On note CΣ le champ image par Q
s
Σ de l’objet de S
s
Σ
de´fini par la donne´e :
– pour toute strate ΣK de C
2, de la cate´gorie Ck,
– pour tout couple de strates, (ΣK ,ΣL), telles que ΣL ⊂ ΣK, du
foncteur FLK ,
– et pour tout triplet de strates (ΣJ ,ΣK ,ΣL) tel que J ( K ( L,
du morphisme de foncteur Id.
The´ore`me 5.6. Le champ CΣ est e´quivalent au champ PΣ.
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De´monstration. Encore une fois, la de´monstration de ce the´ore`me
e´tant locale on peut tout a` fait appliquer la preuve du cas a` croisement
normal. 
Conside´rons la cate´gorie R(cΣ) des repre´sentations du carquois cΣ.
Les objets de cette cate´gorie sont des familles{
{EK}K∈I , {uKl, vKl}(K,K∪l)∈I2
}
ou` EK est un espace vectoriel, et uKl et vKl sont des applications
line´aires :
uKl : EK −→ EK∪l
vKl : EK∪l −→ EK
De´finition 5.7. On note CΣ la sous cate´gorie pleine de la cate´gorie
des repre´sentations du carquois R(cΣ) dont les objets{
{EK}K∈I, {uKl, vKl}
}
ve´rifient les conditions :
(i) pour tout couple (K ∪ {p}, K) appartenant a` I2 l’application
line´aire :
MIp = vIpuIp + Id
soit inversible,
(ii) pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 on ait :
u{i}ju∅i = u{j}iu∅j , v∅iv{i}j = v∅jv{j}i, v{i}ju{j}i = u∅iv∅j ,
(iii) pour i ∈ {1, . . . , n} les applications line´aires M∅i commutent.
L’e´tude de la cate´gorie des sections globales de ce champ nous per-
met de de´montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me 5.8. La cate´gorie PervΣ des faisceaux pervers sur C
2 stra-
tifie´ par Σ est e´quivalente a` la cate´gorie CΣ.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 5.6, il suffit de de´montrer
que la cate´gorie des sections globales de CΣ est e´quivalente a` CΣ. Les
objets de la cate´gorie des sections globales de CΣ sont les familles{
{PK}K∈I , {ωKL}(K,L)∈I2
}
,
ou` les PK sont des objets de
Rep(π1(ΣK), Ck), et les ωKL sont des isomorphismes :
ωKL : iK∗FLK(PK)
∼
−→ iK∗ηKL(PL)
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qui ve´rifient des relations de compatibilite´. Pour pouvoir expliciter cette
cate´gorie nous avons donc besoin de connaˆıtre la topologie de chaque
strate. On doit aussi expliciter les sections globales des foncteurs natu-
rels iK∗ηKL.
Les strates Σij sont des points. Ainsi Rep(π1(Σij), C2) = C2.
Les strates Σi sont isomorphes a` C prive´ de n − 1 points. Pour cha-
cune d’entre elle on fixe un point base et pour tout j 6= i un lacet γij
contournant Σij . La famille (γij)j 6=i est un syste`me de ge´ne´rateurs du
groupe fondamental de Σi. Les objets de la cate´gorie Rep(π1(Σi), C1)
sont donc des objets de C2 munis de n − 1 automorphismes. Si P est
un objet de C1 :
P = E
u
**
F,
v
jj
un automorphisme de P est donne´ par deux endomorphismes
M : E → E et N : F → F qui commutent aux applications u et
v. On note Mij et Nij les endomorphismes associe´s aux lacets γij.
Pour la strate Σ∅ on a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 5.9. Soient A un arrangement d’hyperplans dans C2, p un
point base du comple´mentaire de A dans C2 et {γi}i≤n une famille de
lacets contournant chaque droite de l’arrangement, alors le groupe fon-
damental du comple´mentaire de A est le groupe commutatif engendre´
par la famille {γi}i≤n.
De´monstration. Voir [24] chapitre 3 section 2. 
Fixons donc un point base et pour tout i ≤ n un lacet γi contour-
nant la droite Di. Les objets de Rep(π1(Σ∅), Ev) sont donc des es-
paces vectoriels munis de n endomorphismes qui commutent. Comme
ci-dessus, on note Mi les endomorphismes associe´s aux lacets γi.
Conside´rons maintenant les foncteurs naturels d’adjonctions.
Lemme 5.10. Pour tout k ≤ n, la section globale du foncteur d’ad-
jonction ηj∅ :
Γ(C2, i∅∗ηj∅) : Γ(C
2, i∅∗C∅) −→ Γ(C
2, ij∗i
−1
j i∅∗C∅)
est naturellement isommorphe, pour ε assez petit, au foncteur suivant :
Γ(Σ∅,C∅) −→ Γ(Tε ∩ Σ∅,C∅){
E, {M∅i}i≤n
}
7−→
{
E, {M∅i}i≤n
}
ou` Tε est un voisinage tubulaire de Σj.
Pour j < k ≤ n, la section globale du foncteur naturel ij∗η{jk}{j} est
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naturellement isomorphe au suivant :
Γ(C2, ij∗C1) −→ Γ(C
2, ijk∗i
−1
jk ij∗C1){
P, {Mjl, Njl}l 6=j
}
7−→
{
P,Mjk, Njk
}
De´monstration. Montrons la premie`re assertion. On peut sup-
poser sans perte de ge´ne´ralite´ que Dj = C × {0}. Par de´finition des
2-foncteurs i∅∗ et ij∗ le foncteur naturel ηj∅ est le foncteur naturel :
ηj∅ : Γ(Σ∅,C∅) −→ Γ(Σj, i∅∗C∅)
Ce morphisme se factorise par la 2-limite :
2 lim
−→
U⊃Σj
Γ(U, i∅∗C∅)
Or d’apre`s la proposition 1.27, le foncteur naturel :
2 lim−→
U⊃Σj
Γ(U, i∅∗C∅) −→ Γ(Σj, i∅C∅)
est une e´quivalence. De plus les voisinages tubulaires de Σj forment
une base de voisinage de Σj et, pour tout ε, les voisinages Tε sont
homotopiquement e´quivalents, par une e´quivalence stratifie´e. Ainsi la
2-limite est constante et, pour ε assez petit, le foncteur naturel est une
e´quivalence :
Γ(Tε, i∅C∅) −→ 2 lim−→
U⊃Σj
Γ(U, i∅∗C∅)
et par de´finition du foncteur i∅, on a l’e´galite´ :
Γ(Tε, i∅∗C∅) = Γ(Tε ∩ Σ∅,C∅)
Ainsi, nous avons l’isomorphisme suivant :
Γ(Σ∅,C∅) // Γ(Σj , i∅∗C∅)
∼
/7ggggggggggggg
ggggggggggggg
Γ(Σ∅,C∅)
Id
OO
// Γ(Tε ∩ Σ∅,C∅)
OO
ou` le foncteur du bas est le foncteur de restriction. Or d’apre`s le lemme
5.2, Tε∩Σ∅ est home´omorphe au produit C\(∪pk)×C
∗, ainsi les objets
de Γ(Tε ∩ Σ∅,C∅) sont des espaces vectoriels munis de n− 1 automor-
phismes et le foncteur de restriction est bien le foncteur de´crit dans le
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lemme.
Conside´rons maintenant le foncteur suivant :
Γ(Σj,C1) −→ Γ(C
2, ijk∗i
−1
jk ij∗C1)
Par un raisonnement analogue au pre´ce´dent on montre qu’il existe un
isomorphisme :
Γ(Σj ,C1) // Γ(Σjk, i
−1
jk ij∗C1)
∼
/7ggggggggggggg
ggggggggggggg
Γ(C2, ij∗C1)
Id
OO
// Γ(T jkε ∩ Σj ,C1)
OO
ou` le foncteur du bas est la restriction. On retrouve bien le foncteur
annonce´. 
Un objet de CΣ est donc donne´ par :
– un espace vectoriel E muni de n endomorphismes note´sM1, . . . ,Mn
qui commutent,
– pour tout i ≤ n, un objet de C1 :
Pi = Ei
ui
**
Fi
vi
jj
avec n−1 automorphismes, c’est-a`-dire n−1 couples d’automor-
phismes note´s (Mij , Nij)j 6=i :
Mij : Ei
∼
−→ Ei
Nij : Fi
∼
−→ Fi,
rappelons que vi ◦ ui + Id =Mii est inversible,
– pour tout ensemble {i, j} ∈ I un objet de C2 :
F iij
wiji
++
viji



Gij
tijj

tiji
kk
Eij
uijj
++
uiji
KK
F jij
wijj
JJ
vijj
kk
rappelons que selon la de´finition de la cate´gorie C2 les applications
line´aires suivantes :
vijk ◦ uijk + Id = Mijk tijk ◦ wijk + Id = Nijk
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sont inversibles.
– pour tout i ≤ n une application line´aire inversible δi : E
∼
→ Ei
ve´rifiant pour tout j ≤ n :
(5) δ−1i Mijδi = M
−1
i
– pour tout couple {i, j} ∈ I, trois applications line´aires inver-
sibles :
αij : Ei
∼
−→ Eij
βij : Fi
∼
−→ F iij
γij : E
∼
−→ Eij
qui ve´rifient les conditions suivantes pour k = i ou k = j :
(6) α−1ij Mijkαij = Mik, β
−1
ij Nijkβij = Nik, γ
−1
ij Mijkγij = Mk,
les relations de commutations des isomorphismes de foncteurs
donnent la relation :
αij ◦ δi = γij.
On note ∆ le foncteur de la cate´gorie des sections globales dans la
cate´gorie CΣ :
∆ : Γ(C2,CΣ) −→ CΣ
qui a` un objet tel que nous l’avons de´crit associe la famille :{
E, {E{i}}i≤n, {G{i,j}}{i,j}∈I , {u
′
i, v
′
i}i≤n, {uij, vij}
}
ou` les applications line´aires u′i, v
′
i, uij et vij sont de´finies par :
u′i = ui ◦ δi v
′
i = δ
−1
i ◦ vi
uij = wiji ◦ βij vij = β
−1
ij ◦ tiji si i < j
uij = wijj ◦ βij vij = β
−1
ij ◦ tijj si i > j
Cette famille est bien un objet de CΣ. En effet les conditions (i) et (ii)
de la de´finition de CΣ sont ve´rifie´es par de´finitions des cate´gories C1 et
C2. Quant a` la conditions (iii), elle est donne´e par les relations (5) et
(6) et par la commutation des Mi.
De´finissons un foncteur Λ quasi-inverse de ∆. Ce foncteur associe a` un
objet
{
{EK}K∈I , {uKl, vKl}
}
de CΣ l’objet de´fini par :
– pour la strate Σ∅, l’espace vectoriel E et des n automorphismes
M∅i = viui + Id,
– pour la strate Σi de l’objet de C1 :
E
ui
**
Fi
vi
jj
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munis pour des n − 1 endomorphismes M∅j de E, avec i ≤ n, et
des n− 1 endomorphismes de Fi, M{i}j = vijuij + Id, avec i ≤ n.
– pour la strates Σij , l’objet de C2 :
Fi
uij
++
vi



Gij
vji



vij
jj
E
uj
++
ui
JJ
Fj
uji
JJ
vj
jj
– et enfin pour toutes les strates par l’identite´.
La compose´e ∆ ◦ Λ est l’identite´ de la cate´gorie CΣ.
Si maintenant P est un objet de la cate´gorie Γ(C2,CΣ) avec les meˆmes
notations que ci-dessus, alors les isomorphismes δi, αij, βij et γij forment
un isomorphisme entre P et Λ∆(P ). 
CHAPITRE 6
Applications aux varie´te´s toriques lisses
Soit Σ un e´ventail re´gulier et XΣ la varie´te´ torique associe´e. Le but
de ce chapitre est de de´finir un champ sur XΣ strictement constructible
relativement a` la stratification donne´e par l’action du tore e´quivalent
au champ des faisceaux pervers sur XΣ relativement a` la meˆme strati-
fication. Cette construction se basera sur le chapitre pre´ce´dent et sur
le lemme 1.26. En e´tudiant les sections globales de ce champ nous don-
nerons alors une sous-cate´gorie pleine de repre´sentations de carquois
e´quivalente a` la cate´gorie des faisceaux pervers sur XΣ stratifie´e par
l’action du tore.
1. Rappel sur les varie´te´s toriques
Dans ce paragraphe nous donnons quelques de´finitions concernant
les varie´te´s toriques. Pour les de´monstrations le lecteur pourra se re-
porter a` [17] [6] ou a` [5].
1.1. Coˆnes et varie´te´ torique affine.
Soient V un R-espace vectoriel et N ⊂ V un re´seau, on note V ∗ le
dual de V et M = Hom(N,Z) le dual de N , en pratique on prendra
toujours N = Zn.
De´finition 6.1. Un coˆne convexe polye´dral σ est un ensemble :
{λ1v1 + · · ·+ λsvs ∈ V | λi > 0}
ou` la famille vi est une famille finie de vecteur de V , cette famille est
une famille ge´ne´ratrice du coˆne σ et on note :
σ =< v1, · · · , vs >
La dimension de σ est la dimension de l’espace affine engendre´ par
le coˆne σ. On note σˇ le dual du coˆne σ :
σˇ = {u ∈ V ∗ |< u, v >≥ 0, ∀v ∈ σ}
De´finition 6.2. Une face d’un coˆne convexe polye´dral σ est soit ∅, soit
σ, soit un sous-ensemble de σ tel qu’il existe un hyperplan H ve´rifiant :
σ ∩H 6= ∅ et σ ⊂ H+ ou σ ⊂ H−
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On appelle sommet d’un coˆne une face de dimension ze´ro, arreˆte
d’un coˆne une face de dimension un et facette une face de codimension
un.
De´finition 6.3. On dit qu’un coˆne convexe polye´dral est strictement
convexe s’il admet {0} comme sommet.
On a les proprie´te´s suivantes
– Une face d’un coˆne convexe polye´dral est aussi un coˆne convexe
polye´dral.
– Toute intersection de faces est une face.
– Le dual d’un coˆne convexe polye´dral est un coˆne convexe polye´dral.
De´finition 6.4. Soit σ =< v1, . . . , vn > un coˆne strictement convexe
polye´dral de dimension n. Un vecteur g est dit entrant normal a` la
facette < v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn > s’il ve´rifie les conditions :
– < g, vj >= 0 pour j 6= i,
– et < g, vj >> 0.
Dans tout ce qui suit, si σ =< v1, . . . , vn >, un vecteur entrant normal
a` la facette < v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn > est note´ gi.
Proposition 6.5. Soient σ =< v1, . . . , vk > un coˆne polye´dral, stric-
tement convexe de dimension k, vk+1, . . . , vn des vecteurs tels que la
famille {vi}i≤n soit une base de R
n et g1, . . . , gn des vecteurs entrants
normaux aux facettes de < v1, . . . , vn >, alors
σˇ =< g1, . . . , gk,±gk+1, . . .± gn >
De´monstration. Cette proposition et sa de´monstration sont une
ge´ne´ralisation du the´ore`me 2.1 chapitre 5 de [5] et de sa de´monstration.
On note σ˜ =< g1, . . . , gk,±gk+1, . . .± gn >, soit x ∈ σ˜.
x =
n∑
i=1
λigi
avec λi ≥ 0 pour i ≤ k. Alors par de´finition des vecteurs entrants
normaux aux facettes on a, pour i ≤ n :
< x, gi >= λi < gi, vi >≥ 0.
Ainsi σ˜ ⊂ σˇ.
Soit maintenant x ∈ σˇ tel que x /∈ σ˜.
x =
n∑
i=1
λigi
Comme x /∈ σ˜ il existe 1 ≤ j ≤ k, tel que λj < 0, mais dans ce cas
< x, vj >= λj < gj, vj >< 0
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d’ou` la contradiction. 
De´finition 6.6. On dira qu’un coˆne σ est rationnel si on peut prendre
des ge´ne´rateurs de σ appartenant a` N .
Si σ est rationnel, son dual σˇ l’est aussi.
Proposition 6.7 (Lemme de Gordon). Soit σ un coˆne convexe ra-
tionnel, alors le semi-groupe σˇ ∩M est engendre´ par un nombre fini
d’e´le´ments.
Pour tout a = (a1, · · · , an) ∈ Z
n, on note
Xa = Xa11 . . .X
an
n
Soit alors C[σ] la C−alge`bre de´finie par :
C[σ] =
{∑
λaX
a | λa = 0 si a /∈ σˇ ∩M
}
On note Xσ la varie´te´ affine :
Xσ = Spec(C[σ])
Choisir un syste`me de ge´ne´rateurs du mono¨ıde σˇ∩Zn permet de plonger
la varie´te´ Xσ dans C
k. En effet si v1, . . . , vk est une famille ge´ne´ratrices
de σˇ∩Zn alors Xv1 , . . . , Xvn est un syste`me ge´ne´rateur de la C-alge`bre
C[σ]. On a alors l’identification :
C[σ] ≃ C[ξ1, · · · , ξk]/I
ou` I est le noyau du morphisme d’alge`bre :
C[ξ1, . . . , ξk] −→ C[X
v1 , . . . , Xvk ]
ξi 7−→ X
vi
Proposition 6.8. La varie´te´ Xσ est lisse si et seulement s’il existe un
syste`me de ge´ne´rateurs de σ que l’on peut comple´ter en une base de
Zn.
Exemples
– Soit σ = {0}, on a alors σˇ = Rn d’ou`
C[σ] = C[X1, . . . , Xn, X
−1
1 , . . . , X
−1
n ]
Ainsi Xσ est isomorphe a` (C
∗)n.
– Soit X = Rn et σ =< e1, e2 > ou` {e1, e2} est la base canonique
de R2, alors σˇ = σ et
C[σ] = C[X1, X2]
ainsi Xσ = C
2.
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– Soit V = R2 et σ =< (1, 0), (1, 2) >, le semi-groupe σ ∩ Zn est
engendre´ par (1, 0), (1, 1), (1, 2). La varie´te´ Xσ est alors :
Xσ = {(u, v, w) ∈ C
3| uw = v2}
Un morphisme de semi-groupe σˇ ∩Zn → σˇ′ ∩Zn induit un morphisme
de C-alge`bre C[σ]→ C[σ′] et ainsi un morphisme de varie´te´sXσ′ → Xσ.
En particulier si τ est une face de σ alors σˇ∩Zn est un sous-semi-groupe
de τˇ ∩ Zn, ce qui induit un morphisme Xτ → Xσ.
Lemme 6.9. Si τ est une face de σ l’application induite Xτ → Xσ est
une injection et identifie Xτ comme un ouvert de zarisky de Xσ.
1.2. Eventail et varie´te´s toriques.
De´finition 6.10. Un e´ventail ∆ est un ensemble fini de coˆnes stric-
tement convexes, polye´draux et rationnels ve´rifiant les proprie´te´s sui-
vantes :
(i) toute face d’un coˆne appartient a` ∆,
(ii) l’intersection de deux coˆnes de ∆ est une face de chacun des
deux coˆnes.
Remarque L’ensemble constitue´ de toutes les faces d’un coˆne est
un e´ventail.
De´finition 6.11. Soit ∆ un e´ventail, on note X∆ la varie´te´ alge´brique
forme´e de l’union disjointe des varie´te´s Xσˇ pour tout σ ∈ ∆ recolle´es
comme suit : pour deux coˆnes σ et τ de ∆ on recolle Xσˇ et Xτˇ le long
de l’ouvert de Zarisky X ˇσ∩τ .
La compatibilite´ des morphismes de recollement est donne´e par la
correspondance de l’inclusion entre les coˆnes et les varie´te´s associe´es.
2. Description du champ P∆ et de la cate´gorie Perv∆
Dans le paragraphe qui suit on note ∆ un e´ventail, v1, · · · , vk les
vecteurs primitifs qui engendrent les coˆnes de dimension un appar-
tenant a` ∆, et I l’ensemble des parties I de {1, · · · , k} telles que
σI = pos({vi}i∈I) soit un coˆne de ∆. On note XI la varie´te´ associe´e au
coˆne σI et PI le champ des faisceaux pervers sur XI relativement a` la
stratification donne´e par l’action du tore.
Pour tout couple (I, J) d’ensembles de I, on note hIJ l’isomorphisme
de recollement des varie´te´s XI et XJ :
hIJ : XI∩J −→ XJ∩I
On suppose de plus que ∆ un e´ventail re´gulier de Rn.
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De´finition 6.12. Soient σI un coˆne de ∆, il est maximal dans ∆ si le
seul coˆne appartenant a` ∆ qui le contient est lui-meˆme. On dit alors
que la partie I de I est maximale et on noteMI l’ensemble des parties
maximales de I.
Pour le reste du paragraphe on se fixe, pour tout coˆne σI maximal
de ∆ une base de Zn qui contient les vecteurs {vi}i∈I .
De´finition 6.13. Soit ∆ un e´ventail de Cn, on note c∆ le carquois
donne´ par :
• pour tout coˆne σI de ∆, un sommet sI et n− j fle`ches de source
et de but sI , j e´tant le cardinal maximal des ensembles maximaux
de I contenant I,
• pour tout couple (σI , σI′) de coˆnes de ∆ tels que σI′ soit une face
de codimension un de σI , deux fle`ches l’une de source sI et de
but sI′ et l’autre de source sI′ et de but sI .
Exemples
– Si e1, . . . , en est une base de Z
n et ∆ est l’e´ventail associe´ au
coˆne < e1, . . . , en >, la varie´te´ torique associe´e est l’espace C
n
et le carquois associe´ est un hypercube de dimension n, dont les
arreˆtes contiennent deux fle`ches en sens inverse.
– Si maintenant ∆ est l’e´ventail associe´ au coˆne < e1, . . . el >
avec l ≤ n, la varie´te´ torique associe´e est isomorphe au produit
Cl×C∗n−l et le carquois associe´ est un hypercube de dimension l
dont les arreˆtes sont forme´es de deux fle`ches de sens inverse muni
a` chaque sommet de n− l fle`ches ayant pour source et pour but
le sommet.
– Si ∆ ∈ C2 est la re´union des faces des coˆnes < e1, e2 > et <
−e1 − e2 > ou` (e1, e2) est la base canonique de C
2. Le carquois
associe´ est le suivant :
• ((

•hh

•
HH
((
ww
•
HH
hh
•
77
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De´finition 6.14. On note C∆ (ou CX∆) la sous-cate´gorie pleine de
R(c∆) forme´e des objets tels que :
(i) pour tout couple (K ∪ {p}, K) appartenant a` I2 l’application
line´aire :
MKp = vKpuKp + Id
soit inversible,
104 6. APPLICATIONS AUX VARIE´TE´S TORIQUES LISSES
(ii) pour tout quadruplets (K,K∪{p}, K∪{q}, K∪{p, q}) de parties
appartenant a` I les applications line´aires uKp, uKq, uKpq, uKqp
et vKp, vKq, vKpq, vKqp donne´es par le diagramme
EK∪p
vKpww
uKpq

EK
uKp
88
uKq

EK∪{p,q}
vKpq
__
vKqpvv
EK∪q
vKq
[[ uKqp 77
ve´rifient les conditions suivantes :
uKpuKpq = uKquKqp, vKpqvKp = vKqpvKq, vKpquKqp = uKpvKq
(iii) pour tout couple (K,K ′) maximaux de I, conside´rons l’en-
semble des vecteurs {ei}i∈J tels que {ei}i∈I soit la base fixe´e de Z
n
qui contienne {vi}i∈K et {ei}i∈I′ soit la base de Z
n qui contienne
{vi}i∈K ′ et tels que ei = vi pour tout i ∈ K ∪K
′ ; alors pour tout
J ⊂ K ∩K ′ et p ∈ I ′\K ∩K ′, l’application line´aire MJp ve´rifie :
MJp = M
αpi1
J,ii
. . .M
αpim
J,im
ou` {i1, · · · , im} ∪ J = I et (α
p
i1
, · · · , αpin) sont les coordonne´es du
vecteur vp dans la base {ei}i∈I .
Pour mieux comprendre cette de´finition donnons quelques exemples :
• Quand la varie´te´ torique est Cn on retrouve la cate´gorie CCn
de´finie dans le paragraphe pre´ce´dent, par exemple la cate´gorie
CC2 est la cate´gorie forme´e des objets :
E2
v2xx
u21

E∅
u2
88
u1

E12
v21
ZZ
v12ww
E1
v1
YY u12
88
tels que :
- u1u12 = u2u21, v12v1 = v21v2, vjiuij = ujvi
- Mi = vi ◦ vj + Id et Mij = vij ◦ uij + Id soient inversibles.
• Conside´rons l’e´ventail ∆ dans R forme´ de trois coˆnes ∆∅ = {0},
∆1 = R+ =< e1 > et ∆2 = R− =< e2 >, la varie´te´ torique
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associe´e est P1.
La cate´gorie CP1 est la cate´gorie forme´e des objets suivants :
E1
u∅1
**
E∅
v∅1
jj
v∅2
**
E2
u∅2
jj
tels que :
- v∅i ◦ u∅i + Id = M∅i soit inversible,
- comme e1 = −e2 la condition (iii) de la de´finition 6.14 se
traduit par :
M∅1 = (M∅2)
−1
• La cate´gorie CP2 est la cate´gorie forme´e des objets :
E1
u13tt
u12
""
v1

E13
v13
33
v31

E12
v12
bb
v21

E
u1
KK
u3ss
u2
##
E3
u31
KK
v3
33
u32
""
E2
u21
KK
v2
bb
u23tt
E23
v32
bb v23
33
tels que :
- uiuij = ujuji, vijvi = vjivj , vjiuij = ujvi
- M∅i = vi ◦ ui + Id et Mij = vij ◦ uij + Id soient inversibles,
Regardons maintenant ce que signifie la condition (iii) :
- conside´rons par exempleM∅3, e3 a pour coordonne´e (−1,−1)
dans la base B = ∅ ∪ (e1, e2), ainsi on a :
M∅3 = M
−1
∅1 M
−1
∅2 ,
- inte´ressons nous maintenant a` l’endomorphisme M13, cette
fois B = {e1} ∪ {e2} on a ainsi :
M13 = M
−1
12
De meˆme on a pour tout (i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3, tous les trois
diffe´rents on a :
Mij = M
−1
ik
Le but de ce paragraphe est de de´montrer le the´ore`me suivant :
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The´ore`me 6.15. Les cate´gories C∆ et Perv∆ sont e´quivalentes.
De´monstration. Construisons tout d’abord un champ sur X∆
e´quivalent au champ des faisceaux pervers P∆. Nous montrons ensuite
que la cate´gorie des sections globales de ce champ est e´quivalente a` la
cate´gorie C∆.
L’ensemble des varie´te´s {XK}K∈MI associe´es aux coˆnes maximaux
de ∆ forme un recouvrement d’ouverts de X∆. Ainsi d’apre`s le lemme
1.26 le champ, P∆, des faisceaux pervers sur X∆ stratifie´ par l’action
du tore est e´quivalent au champ de´fini par la donne´e :
({PK}I∈MI , {HIJ}, {ΥIJK})
ou` les HIJ sont les e´quivalences de champs :
HIJ : h
−1
IJ (PI |XI∩J ) −→ PXJ |XI∩J
de´finies pour un ouvert U de XI ∩XJ par :
HIJ(U) : PervhIJ (U) −→ PervU
F 7−→ h−1IJ (F)
et ou` ΥIJK sont les isomorphismes de foncteurs donne´s par la relation :
hIJ |XIJK ◦hJK |XIJK= hIK |XIJK
ou` XIJK = XI∩J∩K .
Notons que les varie´te´s XI e´tant lisses elles sont isomorphes au produit
Ck×(C∗)n−k ou` k est le cardinal de I. De plus, cet isomosphisme envoie
la stratification de´finie par l’action du tore sur le croisement normal.
On conside`re alors les donne´es :
({CI}I∈MI , {ΦIJ}, {θIJK})
ou`
– les champs CI sont les champs, sur XI , de´finis au chapitre 4 ,
– les ΦIJ sont les e´quivalences de champs :
ΦIJ : CI |XI∩J−→ CJ |XI∩J
de´finies par la compose´e des foncteurs :
ΦIJ = αJ |XI∩J ◦HIJ ◦ βI |XI∩J
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ou` αI est l’e´quivalence de´finie au chapitre 4 et βI est un quasi-
inverse fixe´ de αI . Notons qu’il existe des isomorphismes de fonc-
teurs aIJ :
PI |XI∩J
αI |XI∩J

HIJ // PJ |XI∩J
αJ |XI∩J

aIJ
∼
v~ tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
CI |XI∩J ΦIJ
// CJ |XI∩J
– et les θIJK sont des isomorphismes de foncteurs :
θIJK : ΦIJ ◦ ΦJK
∼
−→ ΦIK
tels que le diagramme suivant commute :
ΦIJ ◦ ΦJK ◦ ΦKL
ΦIJ(θJKL)//
θIJK◦ΦKL

ΦIJ ◦ ΦJL
θIJL

ΦIK ◦ ΦKL
θIKL
// ΦIL
Alors la donne´e α = ({αI}I∈MI , {aIJ}) est une e´quivalence de
({PI}I∈MI , {HIJ}, {ΥIJK}) dans ({CI}I∈MI , {ΦIJ}, {θIJK}).
Ainsi on a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 6.16. Le champ P∆ est e´quivalent au champ C∆ de´fini par
les donne´es :
({CI}I∈MI , {ΦIJ}, {θIJK})
Pour de´montrer le the´ore`me 6.15, il reste a` montrer que la cate´gorie
des sections globales de C∆ est e´quivalente a` la cate´gorie C∆. Un objet
des sections globales de C∆ est donne´ par une famille :{
{PI}I∈MI , {ωIJ}(I,J)∈MI2
}
ou` PI est un objet de Γ(XI ,CI) et ωIJ est un isomorphisme :
ωIJ : ΦIJ(PI |XI∩J )
∼
−→ PJ |XI∩J
Ainsi pour expliciter les objets de la cate´gorie Γ(X∆,C∆) il faut ex-
pliciter les objets des cate´gories Γ(XI ,CI) et la section globale des
e´quivalences ΦIJ .
Lemme 6.17. Pour tout I ∈ I, la cate´gorie Γ(XI ,CI) est e´quivalente
a` la cate´gorie Rep(π1(SI), Ci).
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De´monstration. On peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que
XI = C
∗n−i × Ci et donc que SI = C
∗n−i × {0}i. Pour tout i-uplet
re´el ε = (ε1, . . . , εi), le foncteur de restriction suivant, ou` Bε est le
polydisque ouvert centre´ en ze´ro et de polyrayon ε :
Γ(C∗n−i × Ci,CI) −→ Γ(C
n−i ×Bε,CI)
est une e´quivalence de cate´gorie. De meˆme si ε′ est un autre i-uplets
tel que ε′i < εi le foncteur de restriction :
Γ(C∗n−i × Bε,CI) −→ Γ(C
n−i ×Bε′ ,CI)
est aussi une e´quivalence de plus elle commute avec la restriction de
C∗n−i × Ci dans Cn−i × Bε′. Ainsi le foncteur naturel suivant est une
e´quivalence :
Γ(C∗n−i × Ci,CI)
∼
−→ 2 lim
−→
ε
Γ(Cn−i ×Bε,CI)
Or la strate SI est un ferme´ dans l’ouvert paracompact C
∗n−i×Ci donc,
d’apre`s le lemme 1.27, le le foncteur naturel suivant est une e´quivalence
de cate´gorie,
2 lim−→
ε
Γ(C∗n−i × Bε,CI) −→ Γ(SI ,CI)
de plus la restriction de CI a` la strate SI est constant donc on a bien
l’e´quivalence annonce´e. 
E´tudions maintenant les sections globales des e´quivalences ΦK,K ′
ou` (K,K ′) est un couple de parties maximales de I. On conside`re
l’ensemble des vecteurs {ei}i∈J tels que {ei}i∈I soit la base fixe´e de
Z
n qui contienne {vi}i∈K et {ei}i∈I′ soit la base de Z
n qui contienne
{vi}i∈K ′ et tels que ei = vi pour tout i ∈ K ∪K
′.
D’apre`s le lemme 6.17 un objet de Γ(XK∩K ′,CK∩K ′) est donne´ par :
• pour tout J ⊂ K ∩K ′, un espace vectoriel EJ ,
• pour tout couple (J, J ∪ p) de sous-ensemble de K ∩ K ′, deux
applications line´aires uJp et vJp :
uJp : EJ −→ EJ∪p
vJp : EJ∪p −→ EJ
• pour tout J ⊂ K ∪K ′ et tout q ∈ I\K ∩K ′ un endomorphisme
MJq.
De´finition 6.18. On note Υ le foncteur qui a un objet{
{EJ}J⊂K∩K ′, {uJp, vJp} J⊂K∩K ′
p∈K∩K ′\J
, {MJq} J⊂K∩K ′
q∈I\K∩K ′
}
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de Γ(XK∩K ′,CK∩K ′) associe l’objet :{
{EJ}J⊂K∩K ′, {uJp, vJp}, {MJq′} J⊂K∩K ′
q′∈I′\K∩K ′
}
ou` si J ∪ {i1, . . . , im} = I et (α
(q′)
1 , . . . , α
(q′)
n ) sont les coordonne´es de
eq′ dans la base {ei}i∈I :
MJq′ =M
α
(q′)
i1
J,i1
· · ·M
α
(q′)
im
J,im
.
Proposition 6.19. Le foncteur Υ et les sections globales de ΦK,K ′ sont
isomorphes.
De´monstration. On note l le cardinal de K ∩K ′. Rappelons la
de´finition de ΦKK ′ et de αXK∩K′ :
ΦKK ′ = αK |XK∩K′ ◦HKK ′ ◦ βK ′ |XK∩K′
ou` HKK ′ est l’e´quivalence :
HKK ′ : PervhKK′ (U) −→ PervU
F −→ h−1KK ′(F)
Le foncteur αXK∩K′ est la compose´e du foncteur µ :
µ : PervXK∩K′
// Rep(π1(SK∩K ′),PervCl)
avec le foncteur Rep(π1(SK∩K ′), αl) :
Rep(π1(SK∩K ′),PervCl) −→ Rep(π1(SK∩K ′), Cl)
Ainsi on a le diagramme suivant :
PervXK∩K′
HKK′ //
µ

PervXK∩K′
µ

Rep(π1(SK∩K ′),PervCl)
Rep(pi1(SK∩K′ ),αl)

Rep(π1(SK∩K ′),PervCl)
Rep(pi1(SK∩K′ ),αl)

Rep(π1(SK∩K ′), Cl)
Υ
// Rep(π1(SK∩K ′), Cl)
Pour de´montrer la proposition il suffit de montrer l’existence d’un iso-
morphisme :
Υ ◦Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ ≃ Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ ◦HKK ′
Commenc¸ons par rappeler la de´finition de Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ. On
peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que K ∩K ′ = {1, · · · , l}. Dans
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ce cas XK∩K ′ = C
l ×C∗n−l. Soit F un faisceau pervers sur Cl ×C∗n−l,
l’image par Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ est donne´ par :{{
(RjΓ
RJ−C\R
K∩K′\J
− {1}
F|Cl×{1}n−l)pJ
}
J⊂K∩K ′
,
{
uJp, vJp
}
, {MJp
}}
ou` uJp et vJp sont respectivement les fibres en pJ des morphismes na-
turels :
RjΓ
(RJ−C\R
K∩K′\J
− ×{1}
(F |CL) −→ R
j+1Γ
(RJ∪p− C\R
K∩K′\J
− {1}
(F |CL)
Rj+1Γ(RJ∪p− C\R−)∩CL
(F |CL) −→ R
j+1Γ
(RJ−R
∗{p}
− C\R−)∩C
L(F |CL)
et d’apre`s le lemme ??, les automorphisme MJp sont les monodromies
des faisceaux localement constants (RjΓRJC∗F)|SJ de´finies par le che-
min γJp.
Conside´rons maintenant la compose´e :
Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ ◦HKK ′
Vu la de´finition de HK ′K , il faut expliciter les isomorphismes de recol-
lements hKK ′.
Lemme 6.20. Si l’on conside`re les meˆmes notations que dans la de´finition
6.18, l’isomorphisme hKK ′ est donne´ par :
XK ⊃ XK∩K ′ −→ XK∩K ′ ⊂ XK ′
(x1, . . . , xn) 7−→ (x
α
(1)
1
1 · · ·x
α
(n)
1
n , . . . , x
α
(1)
n
1 · · ·x
α
(n)
n
n )
De´monstration. Pour de´montrer cette proposition nous avons
besoin de ce lemme :
Lemme 6.21. Soit σ un coˆne entier re´gulier de Rn engendre´ par des
vecteurs primitifs {v1, . . . , vn}, tels que le de´terminant de M , la matrice
de colonnes vi, soit e´gal a` 1.
Soit G la matrice (tM)−1 et {g1, . . . , gn} ses vecteurs colonnes, alors le
coˆne σˇ est engendre´ par les vecteurs {g1, . . . , gn}.
De´monstration. D’apre`s la proposition 6.5, pour de´montrer ce
lemme il suffit de montrer que les vecteurs gi sont les vecteurs normaux
entrants aux faces engendre´es par {v1, · · · , vi−1, vi+1, . . . , vn}. C’est a`
dire que :
(i) < gi, vj >= 0 pour tout j 6= i,
(ii) detMi > 0, ou` Mi est la matrice (v1 · · · vi−1 gi vi+1 · · · vn).
La premie`re assertion est donne´e par l’e´galite´ tMG = In.
Cette e´galite´ donne de plus < gi, vi >= 1, ainsi la matrice
tGMi est
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e´gale a` : 

1
HH
HH
HH
HH
HH
HH
< g1, gi >
‖gi‖
HH
HH
HH
HH
HH
HH
< gn, gi > 1


donc son determinant est e´gal a` ‖gi‖, or det
tGMi = detMi, ce qui
de´montre la deuxie`me assertion. 
On peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que e1, . . . , en est la base
canonique. Les vecteurs entrants normaux aux facettes de σI sont alors
encore la famille e1, . . . , en. On note gi′1 , . . . , gi′n les vecteurs entrants
normaux aux facettes de ∆I′ . D’apre`s la proposition 6.5 et comme les
varie´te´s XI et XI′ sont lisses, l’isomorphisme de recollement provient
du passage de la base gi′1, . . . , gi′n de Z
n a` la base e1, . . . , en. La matrice
de changement de base est l’inverse de la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs gi′n mais d’apre`s le lemme 6.21, c’est la matrice dont les
lignes sont les coordonne´es des εi. D’apre`s la de´finition d’un morphisme
torique on retrouve bien l’isomorphisme cherche´. 
Toujours en supposant que K ∩ K ′ = {1, · · · , l} on a, pour tout
i < l, ei = εi et donc :
α
(i)
j = δij
Ainsi l’application hKK ′ est la suivante :
hKK ′ : C
l × C∗n−l −→ Cl × C∗n−l
(x1, . . . , xn) 7−→ (y1, . . . , yn)
ou`
– pour i ≤ l, yi = xix
α
(l+1)
i
l+1 · · ·x
α
(l+1)
i
n
– pour i > l, yi = x
α
(l+1)
i
l+1 · · ·x
α
(l+1)
i
n .
Revenons a` la compose´e Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ ◦ HKK ′. Conside´rons
l’image de F par µ ◦HKK ′.
µ ◦HKK ′(F) =
(
(h−1KK ′F)|Cl×{1}n−l , {
˜γp ◦ hKK ′}p∈I′\K∩K ′
)
ou` ˜γp ◦ hKK ′ est de´fini comme l’e´tait γ˜p. Mais la restriction de hKK ′ a`
Cl × {1}n−l est l’identite´ donc :
(h−1KK ′F)|Cl×{1}n−l ≃ F|Cl×{1}n−l
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Appliquons maintenant le foncteur Rep(π1(SK∩K ′), αl) a` cet objet. On
obtient une famille isomorphe a` la famille suivante :{{
(RjΓ
RJ−C\R
K∩K′\J
− {1}
F|Cl×{1}n−l)pJ
}
J⊂K∩K ′
,
{
uJp, vJp
}
, {M ′Jp
}}
ou` uJp et vJp sont respectivement les fibres en pJ des morphismes na-
turels :
RjΓ
(RJ−C\R
K∩K′\J
− ×{1}
(F |CL) −→ R
j+1Γ
(RJ∪p− C\R
K∩K′\J
− {1}
(F |CL)
Rj+1Γ(RJ∪p− C\R−)∩CL
(F |CL) −→ R
j+1Γ
(RJ−R
∗{p}
− C\R−)∩C
L(F |CL)
et d’apre`s le lemme ??, les automorphismes M ′Jp sont les monodromies
des faisceaux localement constants (RjΓRJC∗F)|SJ de´finies par le che-
min γJp ◦ hKK ′|SJ .
On peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que J = {1, . . . , j}, avec
j < l. La composition de ces applications est alors donne´e par :
γJp ◦ hKK ′ : [0, 1] −→ SJ
t 7−→ (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j
, eα
(p)
j+12ipit, . . . , eα
(p)
n 2ipit)
On a donc bien M ′Jp = M
α
(p)
j+1
J,j+1 · · ·M
α
(p)
n
J,n .
Ce qui montre que :
Υ ◦Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ ≃ Rep(π1(SK∩K ′), αl) ◦ µ ◦HKK ′

Un objet de Γ(X∆,C∆) est donc donne´ par :
– pour tout ensemble, K, maximal de I, une famille :{
{EKJ }J⊂I , {u
K
Jp, v
K
Jp} J⊂I
p∈I\J
, {MKJq} J⊂I
j+1≤q≤n
}
– pour toute intersection, K∩K ′, d’ensemble maximal de I et pour
tout ensemble J ⊂ K ∩K ′ un isomorphisme :
δKK
′
J : E
K
J −→ E
K ′
J
tels que
δKK
′−1
J∪p u
K ′
Jpδ
KK ′
J = u
K
Jp, δ
KK ′−1
J v
K ′
Jp δ
KK ′
J∪p = v
K
Jp
et
δK
′K−1
J M
′
Jpδ
K ′K
J =M
α
(q′)
i1
J,i1
· · ·M
α
(q′)
im
J,im
ou` J ∪ {i1, . . . , im} = I et (α
(q′)
1 , . . . , α
(q′)
n ) sont les coordonne´es
de eq′ dans la base {ei}i∈I
2. DESCRIPTION DU CHAMP P∆ ET DE LA CATE´GORIE Perv∆ 113
Comme dans le chapitre pre´ce´dent nous de´finissons une e´quivalence, Λ,
entre la cate´gorie Γ(X∆,C∆) et la cate´gorie C∆.
Λ : Γ(X∆,C∆) −→ C∆
Pour cela on note K1, . . . , Km, les parties maximales de I. On de´finit
alors Λ comme le foncteur qui a` un objet de´crit ci-dessus associe la
famille donne´e par
– pour toute partie maximale, Ki, de I, pour toute partie J de
Ki\
⋃
j<iKj∪Ki, l’espace vectoriel E
Ki
J et les applications line´aires
MKiJq , pour tout couple (J, J ∪ p) de parties de Ki\
⋃
j<iKj ∪Ki,
les applications line´aires uJp et vJp,
– pour tout couple (J, J ∪ p), tel que J ∪ p ⊂ Ki\
⋃
j<iKj ∪Ki et
J ⊂ Ki ∩Kk avec k < j, les applications line´aires :
uKiJp ◦ δ
KkKj
J et δ
KkKj−1
J ◦ v
Ki
Jp
Cette famille est bien un objet de C∆, les relations de commutation que
ve´rifient les isomorphisme δKK
′
J assurent notamment la condition (iii).
Comme au chapitre pre´ce´dent le foncteur qui a` un objet{
{EJ}J∈I , {uJp, vJp}(J,J∪p)∈I2{MJi}1≤i≤j
}
de C∆ associe l’objet de Γ(X∆,C∆) donne´ par
– pour tout ensemble maximal K de I, la famille :{
{EJ}J⊂K, {uJp, vJp}(J,J∪p)⊂K2{MJi} J⊂K
1≤i≤j
}
– pour toute intersection d’ensemble maximal K ∩K ′ de I et pour
tout ensemble J ⊂ K ∩K ′ l’identite´.
Les conditions de la de´finition 6.14 assurent que cette donne´e est bien
un objet de Γ(X∆,C∆).
Ces deux foncteurs sont quasi-inverse l’un de l’autre. 
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Re´sume´. Le but de cette the`se est de montrer comment des descrip-
tions e´le´mentaires et explicites de la cate´gorie des faisceaux pervers peuvent
eˆtre recolle´es en une description de la cate´gorie globale des faisceaux per-
vers. Pour cela nous ge´ne´ralisons une e´quivalence entre la cate´gorie des fais-
ceaux pervers sur Cn stratifie´ par le croisement normal et une cate´gorie de
repre´sentation d’un certain carquois de´montre´e par A. Galligo, M. Granger,
Ph. Maisonobe (GGM) en une e´quivalence de champs.
Dans un premier temps nous nous inte´ressons a` la fac¸on de de´finir un champ
sur un espace stratifie´. Ainsi nous de´montrons la 2-e´quivalence entre la 2-
cate´gorie des champs et une 2-cate´gorie dont les objets sont les donne´es
de champs sur chacune des strates et de conditions de recollement. Ceci
nous permet, dans le cas ou` l’espace conside´re´ est Cn stratifie´ par le croise-
ment normal de de´finir assez simplement un champ de carquois strictement
constructible.
Dans un deuxie`me temps nous montrons que ce champ est bien e´quivalent au
champ des faisceaux pervers. La difficulte´ majeure consiste alors a` de´montrer
que les e´quivalences de cate´gories de GGM se recollent correctement en une
e´quivalence de champs.
Enfin les deux derniers chapitres sont des applications de cette technique.
On obtient ainsi de nouvelles descriptions en terme de repre´sentation de
carquois de la cate´gorie des faisceaux pervers d’une part sur C2 stratifie´ par
un arrangement ge´ne´rique de droites et d’autre part sur les varie´te´s toriques
lisses.
